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In dieser Arbeit untersuchen wir die algebra&hen Eigenschaften von 
F-linear kompakten und topologisch koharenten linear topologischen kommu- 
tativen Ringen (kurz: FKK-Ringen). Nicht notwendig kommutative Ringe 
dieses Typs treten als Endomorphismenringe groBer injektiver Kogeneratoren 
in der Dualitatstheorie von Grothendieckkategorien [ 173 auf, und tatsachlich 
lassen sich alle Grothendieckkategorien mit Hilfe solcher Ringe beschreiben 
[lot. cit.]. 
Alle Ringe dieser Arbeit sind unitar und kommutativ, sofern nicht aus- 
drticklich andere Voraussetzungen gemacht werden, alle Moduln sind unitar. 
Genauer he@ ein (kommutativer) topologischer Ring R ein FKK-Ring, falls er 
(i) vollstiindig und Hausdorffsch ist und 
(ii) eine Nullumgebungsbasis 23aus Idealen won R mitfolgenden Eigenschaften 
besitzt : 
(a) Fur jedes b E 23 ist der Ring R/b k o drent, undfiir jedes a E !B mit b C a h 
ist a/b ein endlich erzeugtes Ideal won R/b. 
(b) Fiir jedes b E ?.?3 ist der Ring R/b F-linear kompakt. 
Dabei nennen wir einen Modul M iiber einem nicht notwendig kommutativen 
Ring F-linear kompakt oder genauer F-linear kompakt bzgl. der diskreten 
Topologie (in [17], Appendix, wurden diese Moduln algebraisch F-linear 
kompakt genannt), falls fiir jede nach unten gerichtete Familie (Mi; i E I) won 
endlich erzeugten Untermoduln Mi won M der Durchschnitt flies Mi wieder 
endlich erxeugt und die kanonische Abbildung 
t*> M--f 1;~ M/Mi 
won M in den inversen Limes surjektiv sind. Ein kommutativer Ring he@ 
F-linear kompakt, falls er es als Modul iiber sich selbst ist. 
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Der Buchstabe “F” in der Definition steht fur “finit” und weist darauf hin, 
dal3 in die Definition nur endlich erzeugte Untermoduln eingehen. 1st M 
zusatzlich kohirent, so bedeutet die Surjektivitat von (*), da8 ein Durchschnitt 
von Restklassen von M bzgl. endlich erzeugter Untermoduln genau dann 
leer ist, wenn schon ein endlicher Teildurchschnitt leer ist [17], 4.4. Wir 
betrachten insbesondere folgende Beispiele: 
(1) Ein artinscher Ring ist offenbar F-linear kompakt und koharent, also 
ein diskreter FKK-Ring. Allgemeiner sind pseudokompakte Ringe im Sinne 
von Gabriel [8], 0.1, d.h. strikte inverse Limites von artinschen Ringen, also 
insbesondere vollstandige, noethersche, lokale Ringe, FKK-Ringe. Ein 
noetherscher FKK-Ring ist such bzgl. der diskreten Topologie ein 
FKK-Ring, d.h. F-linear kompakt und koharent. 
Jeder perfekte (kommutative) Ring ist F-linear kompakt. Da ein perfekter 
und koharenter (kommutativer) Ring aber automatisch artinsch ist, erhalt 
man so keine neuen Beispiele fur FKK-Ringe. Insbesondere sind die in [20] 
betrachteten vollstiindigen, Hausdorffschen, topologisch coperfekten und 
koharenten Ringe pseudokompakt, sofern sie kommutativ sind. 
(2) Nach [17], 8. 7., ist ein im von Neumannschen Sinn regularer Ring 
genau dann F-linear kompakt, falls er injektiv als Modul tiber sich selbst ist. 
1st R ein FKK-Ring, so ist der Faktorring R/J(R) von R nach seinem 
Jacobsonradikal J(R) regular und bzgl. der diskreten Topologie ein 
FKK-Ring [17], Appendix. 
(3) Ein Bewertungsring ist bekanntlich [24] genau dann linear kompakt 
(im klassischen Sinn [lot. cit.]) bzgl. der diskreten Topologie, falls er maximal 
ist. Es folgt, da8 ein Bewertungsring genau dann ein diskreter FKK-Ring 
ist, falls er maximal und seine Bewertungsgruppe bedingt vollst%ndig sind. 
Eine geordnete Menge heiBt dabei bedingt vollstiindig, falls jede beschrankte, 
nichtleere Teilmenge ein Supremum und ein Infimum besitzt. Ein Modul 
heil3t linear kompakt bzgl. der diskreten Topologie [lot. cit.], falls die Menge der 
Restklassen bzgl. beliebiger Untermoduln die “finite intersection property” 
besitzt. Diese Eigenschaft ist offenbar starker als die entsprechende fur 
F-lineare Kompaktheit, wo wir uns auf endlich erzeugte Untermoduln 
beschr8nker-r; dagegen fehlt hier die zusatzliche Bedingung, daf3 ein gerichteter 
Durchschnitt von endlich erzeugten Untermoduln wieder endlich erzeugt 
ist. Die S&e dieser Arbeit gelten im allgemeinen nicht fur linear kompakte 
Ringe. 
(4) Sind R ein diskreter FKK-Ring und A eine kommutative R-Algebra, 
welche als R-Modul endlich prasentierbar, z.B. endlich erzeugt und projektiv, 
ist, so ist such A ein diskreter FKK-Ring. Ausgehend von den Beispielen 
(l)-(3) lassen sich damit neue konstruieren. 
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(5) Die Vervollstlndigung von Z bzgl. der Topologie, welche die von 
Null verschiedenen Ideale als Nullumgebungsbasis besitzt, ist nattirlich ein 
pseudokompakter Ring, aber such bzgl. der diskreten Topologie ein FKK- 
Ring und nicht noethersch. Dieses Beispiel zeigt, da8 der lokale Ring eines 
diskreten FKK-Ringes in einem maximalen Ideal nicht notwendig wieder ein 
diskreter FKK-Ring ist, im Gegensatz zur Situation bei pseudokompakten 
oder regularen Ringen. 
Wir besprechen nun die einzelnen Paragraphen dieser Arbeit. Im ersten 
Abschnitt stellen wir diejenigen Definitionen und Ergebnisse aus [17] 
zusammen, welche wir fur diese Arbeit beniitigen. Insbesondere betrachten 
wir such bestimmte topologische Moduln iiber FKK-Ringen. Wir erliutern 
die obigen Beispiele (l)-(4) und zeigen allgemeiner, wie man aus vorhandenen 
Beispielen neue konstruieren kann. 
Im zweiten Abschnitt beweisen wir fiir FKK-Ringe den “Krullschen” 
Durchschnittssatz (2.5), der im einfachsten Fall aus folgender Aussage 
besteht: 
Sind R ein FKK-Ring and a ein endlich erzeugtes Ideal im Jacobsonvadikal 
J(R) von R, so ist nneN a* = 0. 
Durch Gegenbeispiele zeigen wir, da13 die Aussage des Satzes scharf ist, 
insbesondere gilt sie im allgemeinen nicht fur im klassischen Sinn linear 
kompakte Bewertungsringe. Ebenso verallgemeinern wir in 2.13 Beispie12) zu 
Der Durchschnitt van direkten Summanden eines FKK-Ringes ist wieder ein 
direkter Summand. 
Zum Beweis der beiden Satze verwenden wir die in [17], Appendix 
erwahnte Tatsache, dal3 ein FKK-Ring F-semiperfekt ist. 
Ein Ring R he@ dabei F-semiperjekt, falls der Faktorring R/J(R) von R 
nach seinem Jacobsonradikal reguliir ist und sich Idempotente von R/J(R) nach R 
hochheben lassen. 
Im dritten Abschnitt stellen wir einen FKK-Ring als Ring der globalen 
Schnitte eines lokal geringten Booleschen Raumes, namlich seines Maximal- 
spektrums, dar. Dazu fiihren wir den Begriff des lokal Booleschen Ringes ein. 
Ein kommutativer Ring R he@ lokal Boolesch, falls fiir jedes maximale 
Ideal m von R undjedes Element s E R\m ein Idempotent e E tn mit Re + Rs = R 
existiert. 
Jeder F-semiperfekte Ring, also insbesondere jeder FKK-Ring, ist lokal 
Boolesch (3.5). Andererseits gibt es lokal Boolesche Ringe mit trivialem 
Jacobsonradikal, die nicht regular sind (3.7). Wir beweisen in 3.3 und 3.4: 
Ein Ring ist genau dann lokal Boolesch, falls er xum Ring der globalen Schnitte 
eines lokalgeringten Booleschen Raumes isomorph ist. 
Der vierte Paragraph behandelt Henseleigenschaften von FKK-Ringen. 
Aus dem verallgemeinerten “K ru SC 11 h en” Durchschnittssatz ergibt sich (4.3). 
KOMMUTATIVE KOMPAKTE RINGE 319 
Jeder FKK-Ring R ist ein Henselring, d.h. (R, J(R)) ist ein Henselpaar im 
Sinne won J.-P. Lafon [ 151. 
Wie uns der Herausgeber informiert, sollten die in dieser Arbeit als 
Henselringe bezeichneten Ringe historisch richtig als Hen.4Rychlik-Ringe 
bezeichnet werden. Mit Hilfe der Gargentheorie des dritten Abschnitts 
beweisen wir den folgenden Satz (4.5), der von G. Azumaya [l] fur lokale 
Henselringe hergeleitet wurde. 
Ein F-semiperfekter Ring R ist genau dann Henselsch, wenn fur jede endliche, 
nicht notwendige kommutative R-Algebra A und jedes zweiseitige Ideal a von 
A Idempotente von A/a nach A hochgehoben werden konnen. 
Fur lokal Boolesche Henselringe gilt das vorige Resultat nicht. Im funften 
Abschnitt beweisen wir einen Konstruktionssatz, (5.3), der insbesondere das 
obige Beispiel 5) und weitere, haufig pathologische Beispiele liefert. 
Sei (Ri , fij: Rj -+ R, , i < j E I), I gerichtet, ein inverses System von 
diskreten FKK-Ringen. Die Abbildungen fii seien surjektiv und ihre Kerne 
endlich erzeugt. Es gebe eine natiirliche Zahl n derart, daJ3 alle endlich erxeugten 
Ideale aller R, , i E I, durch n Elemente erzeugbar sind. Dunn ist der inverse 
Limes lim,., R, wieder ein diskreter FKK-Ring. 
Im letzten Teil der Arbeit entwickeln wir den funktoriellen Teil der 
Theorie der formalen Schemata und Gruppen iiber FKK-Ringen in 
Anlehnung an die entsprechende Theorie fur pseudokompakte Ringe von 
P. Gabriel [8]. Vor allem bewiesen wir die Dualitat zwischen gewissen 
Kategorien von topologischen Algebren bzw. von Limes erhaltenden 
Funktoren (6.4, 6.8). Daraus ergeben sich weitere Beispiele fiir FKK-Ringe. 
BEZEICHNUNGEN 
lim = Limes, inverser Limes 
colim = Kolimes, direkter Limes 
Bi( f ), Ke( f ) = Bild bzw. Kern einer Abbildung f 
J(R) = (Jacobson-)Radikal eines Ringes R. 
Dem Herausgeber und dem Referenten danken wir herzlich fur ihre 
wertvolle Kritik. 
1. BEISPIELE UND KONSTRUKTIONEN 
Ein topologischer (kommutativer) Ring R hei& linear topologisch, falls 
er eine Nullumgebungsbasis aus Idealen von R besitzt. Ein topologischer 
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R-Modul X iiber einem topologischen Ring R heiRt linear topologisch, falls 
es in X eine Nullumgebungsbasis aus Untermoduln von X gibt. 1st X ein 
linear topologischer R-Modul, so ist fiir jeden offenen Untermodul X’ von 
X der Modul X/X’ mit der Identifikationstopologie ein diskreter topologischer 
R-Modul. 
1.1 DEFINITION. Seien R ein linear topologischer Ring und X ein linear 
topologischer R-Modul. Der Modul X hei& F-linear kompakt, falls er 
Hausdorffsch und vollstandig ist und eine Nullumgebungsbasis aus Unter- 
moduln X’ so besitzt, daB die Moduln X/X’ im Sinne der in der Einleitung 
gegebenen Definition F-linear kompakt bezgl. der diskreten Topologie sind. 
Der Ring heiDt F-linear kompakt, falls er es als R-Modul ist. 1 
DieF-linear kompakten Moduln dieser Arbeit wurden in [17] als “complete, 
topologically F-linearly compact” bezeichnet. Fiir einen Ring R bezeichne 
Mod(R) die Kategorie aller R-Moduln. 1st R ein linear topologischer Ring, 
so sei Dis(R) die volle, abgeschlossene Unterkategorie von Mod(R) aller 
diskreten topologischen R-Moduln, vergl. [9], 5.2, und [20], Prop. 3. Die 
Unterkategorie der koharenten Objekte der Grothendieckkategorie Dis(R) 
wird mit Koh (Dis R) bezeichnet. 1st R diskret und damit Dis(R) = Mod(R), 
so stimmen die hier definierten koharenten Moduln mit den z.B. in [3], 1.2, 
Ex. 11 ff. definierten iiberein. 
1.2 LEMMA ([20], S. 211, Remark 2). Ist b eine Nullumgebungsbasis aus 
Idealen des linear topologischen Ringes R, so ist ein Modul X E Dis(R) genau 
dann kohtirent in Dis(R) falls 
(1) X endlich erzeugt ist und 
(2) der Kern jeder R-linearen Abbildung (R/a)” -+ X n EN, a E b, 
ebenfalls endlich erzeugt ist. 
Der Beweis steht in [lot. cit.], oder [17], 1.10. 1 
Ein linear topologischer R-Modul X iiber einem linear topologischen 
Ring R hei& topologisch kohiirent, wenn er eine Nullumgebungsbasis aus 
Untermoduln X’ mit X/X’ E Koh (Dis R) besitzt. Der Ring R heiBt topo- 
logisch koharent, falls er es als R-Modul ist. Die Kategorie der F-linear 
kompakten und topologisch kohirenten linear topologischen R-Moduln 
wird mit CTC(R) bezeichnet. 
1.3 DEFINITION. Ein F-linear kompakter und topologisch kohlrenter 
linear topologischer Ring heif3t FKK-Ring. m 
In 1.8, (3) wird gezeigt, daI3 diese Definition mit der in der Einleitung 
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gegebenen iibereinstimmt. Ein linear topologischer Ring R ist genau dann 
ein FKK-Ring, falls er als R-Modul in CTC(R) liegt. 
1.4 BEISPIEL [8], 0.1: Ein pseudokompakter Ring ist ein FKK-Ring. 1 
1st R ein linear topologischer Ring, so he& ein offener Untermodul Y von 
X E CTC(R) speziell offen, falls X/Y in Koh (Dis R) liegt. Man bemerke 
dabei, daR X/Y fiir jeden offenen Untermodul Y in Dis(R) liegt. Ein 
abgeschlossener Untermodul 2 von X E CTC(R) hei& speziell abgeschlossen, 
falls 2 mit der induzierten Topologie in CTC(R) liegt; Z ist genau dann 
speziell abgeschlossen, falls fiir jeden speziell offenen Untermodul Y von X 
der Modul Z/Y n 2 in Koh(Dis R) liegt. Der Teil (2) des nachsten Satzes 
zeigt, da0 die speziell abgeschlossenen Untermoduln genau die Bilder und 
Kerne von Morphismen oder die Unterobjekte in der Kategorie CTC(R) 
sind. Ein speziell abgeschlossener Untermodul X’ von X E CTC(R) ist 
genau dann offen, wenn er speziell offen ist. 
1.5 SATZ ([17], Abschnitt 5-6). Sei R ein F-linear kompakter Ring. 
(1) In der Kategorie CTC(R) existieren beliebige Limiters und Kokerne, 
niimlich die algebra&hen mit der Limes-bzw. IdentiJikationstopologie. 
Insbesondere ist ein Durchschnitt von speziell abgeschlossenen Untermoduln 
wieder speziell abgeschlossen. 
(2) Sind f : X + Y ein Morphismus in CTC(R) und X’ bzw. Y’ speziell 
abgeschlossene Untermoduln von X bzw. Y, so sind such f (xl) bzw. f -l(Y’) in Y 
bxw. X speziell abgeschlossen. 
(3) Ist 
(fi,iEI):(Xi,iEI)-+(Yi,iEI) 
ein gerichtetes inverses System von Surjektionen in CTC(R), so ist such 
surjektiv. Ist insbesondere (Xi; i E I) eine nach unten gerichtete Familie von 
spesn’ell abgeschlossenen Untermoduln von YE CTC(R) und ist X ein weiterer 
speziell abgeschlossener Untermodul von Y, so gilt 
x + nxi = n(x + xi). ( 1 id &I 
(4) Jeder Modul in Koh(Dis R) ist F-linear kompakt bezgl. der diskreten 
Topologie. 1 
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Sind die Voraussetxung des vorigen Satxes erfiillt und x’ ein Untermodul von 
X E CTC(R), so bexeichne cl(X’) : = fi (X”; x’ _C X” C X, x” spe,ziell 
abgeschlossen) den kleinsten spexiell abgeschossenen Untermodul von X, der X’ 
enthalt. 
1.6 LEMMA. Voraussetzung wie in Satz 1.5. Seien f : X -+ Y ein Morphis- 
mus in CTC(R) und X’ ein Untermodul von X. Dann ist 
f  (cl(x’)) = cl(f (U). 
Beweis. Nach (2) von Satz 1.5 und nach Definition gilt offenbar 
4f (x’)) cf (cKX’>>- 
Andererseits ist 
cl(f(X’)) = fi (Y’; f  (X’) C Y’ _C Y, Y’ speziell abgeschlossen), 
also 
f -Ycl(f (X’>>> = n (f -‘(Y’h 
Y’ C Y speziell abgeschlossen, X’ C f -I( Y’)). 
Nach Satz 1.5, (2) sind such alle f -l(Y’) p s eziell abgeschlossen, woraus 
f-l(cl(f(X’))2X’, d.h. cl(f(X’))Zf(X’) 
folgen. 
1.7 FOLGERUNG. Ist R ein FKK-Ring so ist jeder endlich erzeugte Unter- 
modul eines Moduls in CTC(R) speziell abgeschlossen. 
Bewess. Seien X E CTC(R) und x1 ,..., x, Erzeugende eines Untermoduls 
von X. Als Bild des Morphismus 
Rn -+ X : (rl ,..., r,) H rlxl + .*a r,x, 
in CTC(R) ist dieser Untermodul nach Satz 1.5, (2) speziell abge- 
schlossen. 1 
Die (topologischen) FKK-Ringe erhalt man als strikte Limites von 
diskreten FKK-Ringen. Genauer gilt der 
1 A SATZ. (1) Sind R ein FKK-Ring und a ein speziell o&nes Ideal von R, 
so ist R/a ein diskreter FKK-Ring. 
(2) Sei (Ri; fii : R, -+ Ri; i < j E I) ein gerichtetes inverses System van 
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diskreten FKK-Ringers Ri mit der Eigenschaft, da9 alle Abbildungen fai surjektiv 
sind und endlich erzeugte Kerne besitzen. Dann ist der Limes 
mit der Limestopologie ein FKK-Ring, und die kanonischen Abbildungen 
fi : R ---f Ri , i E I, sind surjektiv. 
(3) Ein vollstandiger, Hausdorffscher linear topologischer Ring R ist genau 
dann ein FKK-Ring, falls er eine Nullumgebungsbasis b aus Idealen von R 
besitzt, so daJ fiir alle a E 123 der Ring R/a F-linear kompakt und kohlirent ist 
und fiir alle a C b, a, b E 8, das Ideal b/a von R/a endlich erxeugt ist. 
Beweis. (3) ist eine unmittelbare Konsequenz von (1) und (2). 
(I) Sind R ein FKK-Ring und a ein speziell offenes Ideal von R, so liegt 
R/a als R-Modul in Koh(Dis R). Insbesondere ist nach Definition von 
Koh(Dis R) oder Lemma 1.2 der Kern jeder linearen Abbildung 
UWn -+ Rla, neN, 
wieder endlich erzeugt, d.h. R/a ist als Ring koharent (siehe [3], 1.2, Ex. 11 ff). 
Nach 1.5, 4) ist R/a ein F-linear kompakter R-Modul, also such ein F-linear 
kompakter R/a-Modul. Der Ring R/a ist alsoF-linear kompakt und kohlrent. 
(2a) Wir zeigen zunachst, da13 die kanonischen Abbildungen 
fi:R=l$Ri+Ri, iEI, 
surjektiv sind. Dies folgt wie bei ahnlichen Beweisen aus dem Satz von 
Bourbaki [2], p. 85. Fur i E I sei 
G;i : = {/} u {X + a; x E R, , a C R, endlich erzeugtes Ideal}. 
Die Restklassenmengen Gi erfiillen die folgenden Bedingungen: 
(i) Fiir jedes i E I ist 6, abgeschlossen gegen Bildung beliebiger 
Durchschnitte. 1st ein Durchschnitt von Mengen Gi leer, so ist schon ein 
endlicher Teildurchschnitt leer. Dies folgt wie in [17], 4.4, daraus, da8 die 
Ri F-linear kompakt und koharent sind. 
(ii) Da die Kerne der fij , i < j E I, endlich erzeugt sind, ist fiir jedes 
x E Ri das Urbild &‘(x) E Gj . 
(iii) Da die fii , i < j E I, surjektiv sind, liegt das Bild einer Restklasse 
aus 6, in Gi . Aus dem Satz von Bourbaki [lot. cit.] folgt, da8 die kanonischen 
Abbildungen fi : R --f Ri , i E I, surjektiv sind. 
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(2b) Die Limestopologie auf R ist vollstlndig und besitzt die Kerne 
Ke fi , i E I, als Nullumgebungsbasis. 0.E.d.A. nehmen wir Ri = R/Kc fi , 
i E I, an, dafi surjektiv ist. Offenbar ist dann Ri als R-ModulF-linear kompakt, 
da es nach Voraussetzung als Ii,-Modul diese Eigenschaft hat. Es ist also nur 
noch zu zeigen, da0 fur i ~1 der R-Modul Ri in Koh(Dis R) liegt. Dazu 
geniigt es nach Lemma 1.2 zu zeigen, daD der Kern jeder R-linearen 
Abbildung 
g : Rjn = (R/Kef,)” -+ Ri = R/Kef, , ?ZEN, i<jGI, 
R-, d.h. Rj-endlich erzeugt ist. Nach Voraussetzung ist aber 
Ke fii = Ke fJKefj (i <j> 
endlich erzeugt. Daher ist 
Ri = RJKe fii 
ein endlich prasentierbarer R,-Modul, also koharent, da Rj koharent ist. 
Daraus folgt, da8 such Keg endlich erzeugt ist. m 
Der vorangehende Satz reduziert die Konstruktion von FKK-Ringen auf 
die von diskreten FKK-Ringen. Fur nicht kommutative Ringe gibt es kein 
analoges Resultat. Sind die Ringe Ri im Teil(2) des vorigen Satzes artinsch, 
so sind die Kerne der fii automatisch endlich erzeugt, und limisI Ri ist 
pseudokompakt. 
I .9 FOLGERUNG. Ist R ein kohiirerzter Ring, so ist die Menge 
23 : = (a; a ist endlich erzeugtes Ideal von R, 
R/a ist ein diskreter FKK-Ring) 
nach unten gerichtet, bildet also die Nullumgebungsbasis einer linearen Topologie 
auf R. Der Ring 
& := iEg R/a 
ist mit der Limestopologie in FKK-Ring. 1 
Auf die Koharenz von R kann man in der vorigen Folgerung nicht 
verzichten. Fiir einen beliebigen Ring R ist dagegen der Ring 
1,” R/a, a C R, R/a artinsch, 
pseudokompakt. Dies ist bekannt, vergl. z. B. [4], 3.2 Ex. 23, folgt aber such 
unmittelbar aus Satz 1.8. 
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Es folgen einige Beispiele und weitere S&e iiber die Konstruktion neuer 
Beispiele aus vorhandenen. 
1.10 LEMMA. Sind R, ,..., R, end&h viele FKK-Ringe, so ist such 
R, x ... x R, ein FKK-Ring. a 
I. 11 BEISPIEL ([ 17, 8.7). Ein regularer Ring ist genau dann ein diskreter 
FKK-Ring, wenn er als Modul tiber sich selbst injektiv ist. fl 
1.12 BEISPIEL. Sei R ein Bewertungsring. Er ist automatisch kohlrent. 
Folgende Aussagen sind Bquivalent: 
(1) R ist ein maximaler Bewertungsring. 
(2) R ist beztiglich der diskreten oder der Bewertungstopologie linear 
kompakt im klassischen Sinn. 
(3) R geniigt der lim-Bedingung fiir F-linear kompakte Ringe. 
Die Aquivalenz von (1) und (2) wurde von D. Zelinsky in [24], Th. 4, 
bewiesen (vergl. such [5], 6.5, Ex. 5). Die Gleichwertigkeit von (2) und (3) 
folgt unmittelbar daraus, da13 die Ideale von R eine beziiglich der Inklusion 
streng geordnete Menge bilden. 
Die von 0 verschiedenen, endlich erzeugten, d.h. zyklischen Untermoduln 
des Quotientenkijrpers von R bilden bekanntlich mit der Multiplikation als 
Verkniipfung und der zur Inklusion dualen Ordnung eine strenge geordnete, 
abelsche Gruppe, die Bewertungsgruppe V(R) von R. Wie man leicht 
sieht, ist V(R) genau dann bedingt vollstandig, wenn der Durchnitt von 
endlich erzeugten Idealen von R wieder endlich erzeugt ist. Ein Bewertungs- 
ring ist also genau dann ein diskreter FKK-Ring, wenn er maximal und seine 
Bewertungsgruppe bedingt vollstandig sind. Zu jedem Kijrper K und jeder 
bedingt vollstandigen, streng geordneten, abelschen Gruppe G gibt es einen 
F-linear kompakten Bewertungsring, dessen Restklassenkorper K und dessen 
Bewertungsgruppe G sind (bzgl. des hier angewandten Existenzsatzes siehe 
z. B. 151, 3.4, Example 6, und 3.10, Ex. 2). 1 
Zum Beweis des ngchsten Konstruktionssatzes beniitigen wir einige 
Lemmata. Ein linear topologischer Modul X heil3t topologisch endlich erzeugt 
falls er eine Nullumgebungsbasis aus Untermoduln x’ mit endlich erzeugten 
X/X’ besitzt. 
1. I3 LEMMA. Seien R ein linear topologischer Ring, X, Y, Z topologisch 
endlich erzeugte R-Mod& und 6 : X x Y -+ Z eim stetige, bilineare Abbildung. 
Zu jeder Nullumgebung z’ von Z existieren offene Untermoduln x’ bzw. Y’ von 
X bzw. Y mit b(X’ x Y) + b(X x Y’) C Z’. 
Der Beweis verlauft wie der von Lemma 0.3.1 in [S]. 1 
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1.14 FOLGERUNG. Seien R ein FKK-Ring, A eke topologische R-Algebra 
und X ein topologischer A-Mod& derart, dap A und X als topologische R-Moduln 
in CTC(R) liegen. Dann besitxt X eine Nullumgebungsbasis aus A- Untermoduln 
x’, welche als R-Mod&n speziell offen in X sind. 
Beweis. Die Multiplikation 
A x X+X:(a,x)t+ax 
ist R-bilinear und stetig. Sei X1 ein speziell offener R-Untermodul von X. 
Nach dem vorigen Lemma existiert ein offener R-Untermodul Xs von X mit 
AX,CX,. 
Sei x’ := cl(AX,) (siehe Lemma 1.6). Nach Definition ist X’ speziell 
abgeschlossen, wegen 
X,cAX,CX 
ist es such offen, also speziell offen. SchlieBlich ist X’ such ein A-Untermodul 
von X. Fur jedes a E A ist namlich die Abbildung 
X+X:xbax 
stetig und R-linear, nach 1.6 gilt also 
ax’ = a cl(AX,) = cl(aAX,) C cl(AX,) = X’. 
Da die X1 eine Nullumgebungsbasis von X bilden, und da die Inklusionen 
AX, C cl(AX,) = X’ _C XI 
gelten, bilden such die X’ eine Nullumgebungsbasis von X. fi 
1.15 SATZ. Seien R ein FKK-Ring, A eine topologische R-Algebra und X 
ein topologischer A-Modul derart, dap A und X als R-Moduln in CTC(R) 
liegen. Dann ist A ein FKK-Ring, und X liegt in CTC(A). 
Beweis. (1) Wir zeigen die Behauptung zunachst fiir den Fall daB A und 
X diskret sind, d.h. in Koh (Dis R) liegen. Als Moduln in Koh(Dis R) sind 
A und X R-endlich erzeugt, X ist also such A-endlich erzeugt. 1st 
f:A”+X, TZEN, 
eine A-, also such R-lineare Abbildung, so liegt der Kern von f wieder in 
Koh(Dis R) und ist damit such R- und daher A-endlich erzeugt. Die Moduln 
X und ebenso A sind also koharent als A-Moduln. Als Moduln in Koh(Dis R) 
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sind A und X nach (1.5, 4) F-linear kompakt als R-Moduln und deshalb 
erst recht als A-Moduln. 
(2) Seien jetzt A und X beliebig mit den im Satz vorausgesetzten Eigen- 
schaften. Nach Folgerung 1.14 besitzt A eine Nullumgebungsbasis B aus 
Idealen a, welche als R-Moduln speziell offen sind. Fur alle a E 8 gilt also 
A/a E Koh(Dis R). Da A/a ebenfalls eine topologische R-Algebra ist, folgt 
aus l), dal3 A/a ein diskreter FKK-Ring ist. Sind a C b Ideale in 23, so ist 
b/a ein speziell abgeschlossener R-Untermodul des diskreten R-Moduls A/a, 
also R- und darnit A/a-endlich erzeugt. Als Modul in CTC(R) ist A voll- 
standig. Der Teil (3) von Satz 1.8 impliziert, dal3 A ein FKK-Ring ist. 
Ebenso zeigt man X E CTC(A). 1 
1.16 Bemerkung. Der vorige Satz gilt such fur nicht kommutative 
R-Algebren A. Dann ist A sowohl ein links als such ein rechts F-linear 
kompakter und topologisch koharenter Ring im Sinne von [17], und besitzt 
sogar eine Nullumgebungsbasis aus als R-Moduln speziell offenen, 
zweiseitigen Idealen a derart, da8 R/a als Ring beidseitig F-linear kompakt 
bezgl. der diskreten Topologie und koharent ist. B 
1.17 FOLGERUNG. Seien R ein diskreter FKK-Ring und A eine R-Algebra, 
welche als R-Modul endlich priisentierbar ist. Dunn ist such A ein diskreter 
FKK-Ring. 1 
1.18 FOLGERUNG. Sind R ein FKK-Ring und a ein speziell abgeschlossenes, 
z.B. ein endlich erxeugtes Ideal von R, so ist R/a ebenfalls ein FKK-Ring. 1 
1.19 FOLGERUNG. Sind R ein FKK-Ring und (X,; i E I) eine Familie von 
Unbestimmten, so ist such R[[XJioI ein FKK-Ring mit der Produkttopologie. 1 
2. DER KRIJLLSCHE DURCHSCHNITTSSATZ FCR FKK-RINGE 
Sind R ein noetherscher Ring, a ein Ideal im Radikal von R und M ein 
endlich erzeugter R-Modul, so gilt bekanntlich der Krullsche Durchschnitts- 
satz, d.h. die Beziehung 
n(o anM = 0. 
In diesem Abschnitt beweisen wir entsprechende Resultate fiir FKK-Ringe. 
Wir benijtigen dazu den in der Einleitung definierten Begriff der F-Semi- 
perfektheit. 
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2.1 Bemerkung [18]. Ein Ring R ist genau dann F-semiperfekt, wenn 
jeder endlich prasentierbare R-Modul eine projektive Hiille besitzt [18], 1.2. 
2.2 PROPOSITION [17], 8.6. Ein FKK-Ring ist F-semiperfekt, und sein 
Radikalfaktorring ist selbstinjektiv. 1 
2.3 LEMMA. Sind R ein FKK-Ring und a eirz speziell algeschlossenes Ideal 
von R, so existiert genau ein Idempotent e E a derart, day a(1 - e) in J(R) 
enthalten ist. 
Beweis. Mit Hilfe von Satz 1.5, 3) und dem Zornschen Lemma erhllt 
man ein speziell abgeschlossenes Ideal b von R, minimal beztiglich 
a+b=R. 
Folgerung 1.7 impliziert, dal3 b endlich erzeugt ist. Aus [18], 1.1, folgt, daB b 
ein direkter Summand von R und a n b in J(R) enthalten sind. Sei e das 
eindeutig bestimmte Idempotent mit b = R(l - e). Dann gilt e E a. Seien 
namlich a E a and b E b mit 1 = a + b. Dann ist 
Es folgen 
e = ea + eb = ea, also e 65 a. 
a = Re @ a(1 - e) und a n b = a(1 - e) C J(R). 
Das Idempotent e ist eindeutig bestimmt, da R kommutativ ist und e das 
Ideal a mod J(R) erzeugt. m 
2.4 LEMMA ([18], 1.3). Das vorige Lemma gilt fiir beliebige F-semiperfekte 
Ringe und endlich erzeugte Ideal a von R. 1 
2.5 SATZ. Seien R ein FKK-Ring, a e&a speziell abgeschlossenes Ideal von R 
und X ein Modul von CTC(R). 
(1) 1st a in J(R) enthalten, so gilt 
m 
fi a*X = 0. 
PI=0 
(2) Ist e das eindeutig bestimmte Idempotent von a mit a( 1 - e) C J(R), so ist 
fi a”X = eX = {x E X; Es gibt a E a mit (1 - a)x = 0). 
9Z=O 
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Beweis. (i) Wir zeigen (I) zunachst fur den Fall, da0 
a = Ra, + ..* + Ra, , KEN, 
endlich erzeugt ist und X diskret ist, d.h. in Koh(Dis R) liegt. Die Abbil- 
dungen 
(*) (a”X)” = a”X X ... X a”X - an-+lX: (xi ,..., xg) t, aixi + .*. + alcxx, 
?ZEN, 
sind surjektiv und vertriglich mit den Inklusionen 
a”X C aQX, p > q. 
Sei Y := nS=s a”X. Da a und X endlich erzeugt sind, gilt das Gleiche von 
den anX, n E N. Nach 1.7 sind die a”X such speziell abgeschlossen. Satz 1.5,3) 
impliziert, dal3 die surjektiven Abbildungen (*) die Surjektion 
k 
= liF(anX)k - Y 
= lim anflX : (yi ,..., ylc) w a,y, + -*a + a,y, n 
induzieren, d.h. dal3 insbesondere Y = aY gilt. Nach (1.5, 4) ist XF-linear 
kompakt, der Untermodul Y von X ist also endlich erzeugt. Wegen 
Y = aY, a, Y endlich erzeugt, a C J(R) 
folgt aus dem Lemma von Nakayama, dab Y = 0 ist. 
(ii) Seien jetzt a und X beliebig mit den Eigenschaften von (1) und X’ 
ein speziell offener Untermodul von X. Dann ist das Ideal 
speziell offen in R, der Ring R/b ist nach 1.8, 1) diskreter FKK-Ring, und 
X/X’ ist ein koharenter R/b-Modul. Das Ideal a + 6/b ist speziell abge- 
schlossen, also endlich erzeugt in R/6 und in J(R/b) enthalten, da a in J(R) 
enthalten ist. Der Teil (i) des Beweises impliziert, da8 
fro (a + b/b)“X/X’ = 0 und damit fi a”X C X 
7&=0 
gelten. Da X Hausdorffsch ist und die X’ eine Nullumgebungsbasis von X 
bilden, folgt 
fro a”X = 0. 
48d25/2-9 
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(iii) Die Behauptung 2) folgt unmittelbar aus (1). Nach 2.3 gilt namlich 
a = Re @ a(1 - e), b := a(1 - e)CJ(R), 
wobei a( I - e) wieder speziell abgeschlossen ist. Fur alle 11 E N sind dann 
an = Re @ b” und anX = eX @ bnX. 
Aus (1) folgern wir wegen b _C J(R) 
cc 
fl anX = eX. 
V&=0 
Wegen e E a erhalt man daraus 
{ a*X = eX C {x E X; Es gibt a E a mit (1 - a)x = O}. 
TZ=O 
Die umgekehrte Inklusion ist trivial. 1 
2.6 FOLGERUNG. Sind R ein FKK-Ring und a ein endlich erzeugtes 
Ideal von R in J(R), so ist R in der a-adischen Topologie Hausdorffsch und 
vollstdndig. 
Beweis. Nach dem ersten Teil des vorigen Satzes ist die a-adische 
Topologie Hausdorffsch. Nach 1.5, 3) und 1.7 ist die kanonische Abbildung 
R --+ lim R/a” 
n 
surjektiv, hier also bijektiv. Die Behauptung folgt. 1 
2.7 FOLGERUNG. Sei R ein FKK-Ring. Dunn ist 
2.8 GEGENBEISPIEL. Im allgemeinen gilt fiir eine abziihlbare Folge r. , 
rl , r2 ,... im Radikal eines FKK-Ringes nicht die Bexiehung (verallgemeinerte 
transfnite Nilpotenz) 
... r, = 0. 
Sei niimlich R ein maximaler Bewertungsring mit der Bewertungsgruppe R 
und der Bewertung v: R -+ R. Nach I. 12 ist R F-linear kompakt, da R bedingt 
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vollstiindig ist. Es gilt J(R) = (Y E R; V(Y) > 0). S&en rn E J(R), n EN, 
Elemente mit I = (n!)-‘. DUWZ gilt 
+05 . . . Yn) = i (k!)-1 
hk” 
und damit 
; Rr,r, ... r, = {Y E R; v(r) :> e> # 0. 
?h=O 
Dieses Beispiel zeigt inbesondere, da$’ fiir FKK-Ringe im allgemeinen nicht 
nz=, J(R)n = 0 gilt, d.h. nach Satz 2.5, I), daJ3 J(R) nicht speziell abgeschlossen 
ist. Dagegen zeigt die niichste Behauptung, da&3 J(R) immer abgeschlossen ist. 1 
2.9 PROPOSITION. Das Jacobsonradikal eines vollstiindigen, Hausdorflschen , 
linear topologischer Ringes R ist abgeschlossen. 
Beweis. Seien 23 eine Nullumgebungsbasis aus Idealen von R und 
fb: R + R/b, hEB, 
die kanonischen Abbildungen. Dann ist 
JW = f-l f bl( JVWN, 
woraus die Behauptung offenbar folgt. Aus den Vorausssetzungen erhalt man 
namlich den kanonischen Isomorphismus 
R - @ R/b : r ++ (fbk))bdB 7 
welcher den Isomorphismus 
R* - kE$R/b)* 
impliziert. Fiir Y E R ergibt sich folgende Reihe von Aquivalenzen: 
Fur alle s E R ist 1 - ST E R* o 
Fiiralles~Rundb~~istfb(l -sr)E(R/b)*G 
Fur alle b E 8 und s’ E R/b ist 1 - slf6(r) E (R/b)* o 
Fiir alle b E 23 ist fb(r) E J(R/b) e 
332 OBERST AND SCHNEIDER 
Wie behauptet, erhalt man 
2.10 FOLGERUNG ([9], 4, Prop. 12). Da fur pseudokompakte Ringe R 
jedes abgeschlossene Ideal spexiell abgeschlossen ist, implizieren die vorige 
Proposition und Satz 2.5, 1) die Beziehung 
fiir diese Ringe. 1 
2.11 GEGENBEISPIEL. Fur linear kompakte (statt F-linear kompakte) 
Bewertungsringegilt der Durchschnittssatz 2.5 nicht. Sei niimlich R ein maximaler 
Bewertungsring mit der lexikographisch geordneten Gruppe Z x Z als 
Bewertungsgruppe. Nach 1.12 ist R linear kompakt, aber nicht F-linear kompakt, 
da die Gruppe Z x Z nicht bedingt vollstiindig ist. Die Folge 
(0,1),(0,2),(0,3)*-EZ x Z 
hat niimlich die obere Schranke (1, 0), aber kein Supremum. Seien 
v:R--+Z x Z 
die Bewertung von R und x, y E R Elemente mit v(x) = (0, l), v(y) = (1, 0). 
Wegen v(x) > 0 ist x E J(R), aber 
v(x”) = nv(x) = (0, n) < (1, 0), nEN, 
also 
O+y~fi Rxn. 1 
7L=O 
Fur direkte Summanden eines FKK-Ringes gilt ebenfalls ein Durch- 
schnittssatz. Zu dessen Beweis benijtigen wir das 
2.12 LEMMA. Sind R ein F-semiperfekter Ring und a ein Ideal von R, so 
sind Idempotente mod a hochhebbar. 
Beweis. (1) Sind R regular und a endlich erzeugt, d.h. ein direkter 
Summand von R, so ist die Behauptung trivial. Sind a ein beliebiges Ideal des 
regularen Ringes R und e’ ein Idempotent von R/a, so sei r ein Urbild von e’ in 
R. Dann ist r mod R(r - r2) ein Idempotent in R/R(r - G), hat nach der 
ersten Bemerkung also ein idempotentes Urbild e. Wegen R(r - r2) C a folgt 
e’ = e mod a. 
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(2) Sind R ein beliebiger F-semiperfekter Ring und a ein Ideal von R, so 
folgt die Behauptung aus dem kommutativen Diagramm 
R ------A R/a 
R/J(R) - R/a + J(R). 
Da R/a + J(R) regular ist und damit ein triviales Radikal hat, ist 
WlJW4 = W + J(R). 
Zwei Idempotente von R/a stimmen daher iiberein, wenn sie in R/a + J(R) 
das gleiche Bild haben. Nach Teil (1) des Beweises bzw. nach Definition 
lassen sich Idempotente von R/a + J(R) nach R/J(R) bzw. von R/J(R) nach 
R hochheben. Daraus und aus der obigen Eindeutigkeitsaussage folgt die 
Behauptung des Lemmas. 1 
2.13 SATZ. Sind R ein FKK-Ring und (e,; i E I) eine Familie van Idem- 
potenten von R, so ist such nisi Rei ein direkter Summand von R, d. h. es gibt 
(genau) ein Idempotent von R mit 
2 Re, = Re. 
Beweis. (1) Wegen Red n Rej = Ret ei nehmen wir o. E. d. A. an, da0 I 
eine gerichtete Menge ist und da13 Rei 6 Rej fiir i > j gilt. Wir nehmen 
zunachst an, da13 R ein diskreter FKK-Ring ist. In diesem Fall ist das Ideal 
a := fl Rei 
&I 
nach Definition endlich erzeugt; seien a, ,..., a, Erzeugende von a. Wie im 
Beweis von Satz 24 l), zeigt man, daB die Abbildung 
a X -** X a = (l&i Rei)” + a : (rr ,..., rk) i-t rlal j- **. + rkak 
surjektiv ist, und insbesondere aa = a gilt. Sei e das Idempotent von R mit 
Es folgt 
a = Re@b, b C J(R). 
a = a2 = a” = Re @ bn = Re @ fi bn. 
?I=0 
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Da b endlich erzeugt und in J(R) enthalten ist, gilt nach 2.5 nz==, 6” : 0, 
also a = lie. 
(2) Seien jetzt R ein beliebiger, nicht notwendig diskreter FKK-Ring und 
% eine Nullumgebungsbasis von R aus speziell offenen Idealen. Nach 
Proposition 2.2, Beispiel 1.11 und Satz 1.8, 1) sind die Ringe R/J(R) und 
R/b, b E 23 diskrete FKK-Ringe, auf die sich der Teil (1) des Beweises 
anwenden Mt. Da sich nach Lemma 2.12 Idempotente von R/J(R) bzw. R/b 
nach R hochheben lassen, existieren also Idempotente e bzw. eb , b E 8, von 
R mit 
(*) n (Re, + J(R)) = Re + J(R) bzw. n (Rei + 6) = Reb + b, b E B. 
&I iEI 
Die erste Gleichung von (*) impliziert Re + J(R) C Re, + j(R), daher 
Re _C Re, , i E I, und schiel3lich 
+ J(R) = (I (Rei + J(R)). 
&I 
Aus der zweiten Gleichung von (*) und Satz (I .5, 3) folgt 
bE23. 
Fiir ein zunachst fest gewahltes b E b sei 
f:R-+R’:=Rlb:rt-tr’:=f(r) 
die kanonische Abbildung. Die obigen Gleichungen implizieren 
R’e’ + .fUW) = f (n Red) + fU@N 
iPI 
=f((G Ret) + 6) +f(J(R)) = R’%’ +f(/(R)h 
damit wegen f (J(R)) C JR’) 
R’e’ + JR’) = R’eb’ + JR’) 
und schlieBlich 
R’e’ = R’eb’, also Re +b = Reb + b = 
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Da Re und nie, Re, abgeschlossen und b eine Nullumgebungsbasis sind, 
folgt 
Re = n Re,. 1 
ieI 
Der vorige Satz gestattet eine gewisse Klassifizierung der maximalen ldeale 
eines FKK-Ringes (siehe Satz 3.10). 
3. LOKAL GERINGTE BOOLESCHE RXUME 
In diesem Abschnitt zeigen wir, da8 sich FKK-Ringe und allgemeiner 
lokal Boolesche Ringe im in der Einleitung definierten Sinn als Ringe der 
globalen Schnitte von lokal geringten Booleschen Raumen darstellen lassen. 
Fur den Spezialfall der regularen Ringe findet sich diese Darstellung in [3], 
2.4, Ex. 16. Wir verwenden wesentlich, da8 ein kommutativer Ring der 
Koordinatenring seines affinen Schemas Spec(R) ist [12], 1.7.1. Unsere 
Ergebnisse lassen sich mit dem gleichen Arbeitsaufwand aus Satzen von 
R. S. Pierce [19] herleiten, welche aber selbst wieder aus [lot. cit.] folgen. Wir 
beniitigen einige Definitionen. Ein kompakter, total unzusammenhangender 
Raum hei& Boolesch. Ein kompakter Raum ist genau dann Boolesch, wenn er 
eine Basis aus kompakten, offenen Mengen besitzt [6], 9.6.4. Ein Hausdorff- 
scher Raum X ist genau dann Boolesch, wenn sich jede offene Uberdeckung 
von X zu einer endlichen offenen Zerlegung von X verfeinern lat. Dabei ist 
eine Zerlegung eine ifberdeckung aus paarweise disjunkten Mengen. 1st R ein 
Ring, so bezeichne (Spec(R), 8) d as affine Schema von R [12], 1.7.1. Fur 
p E Spec(R) ist (Z?), = R, die Lokalisierung von R in p. Das Maximal- 
spektrum Max(R) von R mit der Zariskitopologie ist ein Unterraum von 
Spec(R). Wir bezeichnen mit 
die von l? auf Max(R) induzierte Garbe und erhalten einen lokal geringten 
Raum (Max(R), ir), da fur alle m E Max(R) die Fasern (@, und (a),,, 
iibereinstimmen. Wir identifizieren 
Sei 
R, = (&n = (%, , m E Max(R). 
- 
R -+ W’WW, R): r ++ r IM~AR) 
die kanonische Abbildung; dabei bezeichnet r lMaxtR) die Restriktion des 
globalen Schnittes Y E R = T(Spec(R), a) auf Max(R). Da die Ringe - 
R,, = (R),,, , m E Max(R), eine treuflache Familie von R-Moduln bilden, 
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[3], 2.3, Prop. 10, ist die kanonische Abbildung injektiv. Wir identifizieren R 
mit seinem Bild in F(Max(R), R), d.h. 
R C T(Max(R), R). 
Die Kompositionen 
R C F(Max(R), R) Re8m - (ii),,, = R, , nt E Max(R) 
sind gerade die kanonischen Abbildungen von R in die Lokalisierungen R,,, . 
3.1 DEFINITION. Sind R ein Ring und a ein Ideal von R, so bezeichne 
a’ das von allen Idempotenten von a erzeugte Ideal. 
3.2 LEMMA. Fiir einen Ring R sind folgende Aussagen dquivalent: 
(1) R ist lokal Boolesch im Sinne der in der Einleit&g gegebenen Definition. 
(2) fiir jedes muximale Ideal m von R ist die kanonische Abbildung R + R, 
surjektiv und ihr Kern tit m’. 
Beweis. (1) 2 (2) Die Bedingung (1) bedeutet in anderen Worten, dal3 
fiir nt E Max(R) jedes Element s E R\nt ein Idempotent f E R\tn teilt. 
Seien r/s E R, , f E R\tn ein Idempotent und s’ E R mit f = s’s. Dann ist 
also 5 E Bi(R + R,,,). 
Offenbar gilt 
in’ C Ke(R ---f R,,). 
Sei andererseits r/l = 0 in R,,, . Dann existieren s E R\nt, also f = f 2 E R\ttt 
mit SY = fr = 0. Es folgt 
r~R(1 -f)Cnt'. 
(2) => (1) Sei s E R\m, m E Max(R). Nach (2) ist l/s = r/l in R, fiir ein 
Y E R, also 
Daraus folgt 
(1 - rs) E Re 2 in’, e = f?Em. 
~(1 - e)s = 1 - e E R\nt, 
d.h. s teilt ein Idempotent in R\nt. 
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3.3 SATZ. Sei R lokal Boolesch. Dunn ist (Max(R), E) ein lokal geringter 
Boolescher Raum, und die kanonische Abbildung 
R + r(Max(R), R) 
ist ein Isomorphismus. Idempotente lassen sich von R/j(R) nach R hochheben. 
Beweis. (1) Wie oben bemerkt, identifizieren wir R mit einem Unterring 
von r(Max(R), a). Mit der Zariskitopologie ist Max(R) bekanntlich quasi- 
kompakt und besitzt die Basis 
D(s) = {m E Max(R); s $ m}, s E R. 
Seien D(s) eine dieser Basismengen und nt E D(s) ein Punkt. Da R lokal 
Boolesch ist, existieren s’ E R und ein Idempotent fs R\m mit f = s’s. Es 
folgt 
m E D(f) C D(s). 
Die Mengen D( f ), f = f 2 E R, bilden daher such eine Basis von Max(R). 
Fiir jedes Idempotent f von R ist D( f ) abgeschlossen, da es das Komplement 
D( 1 - f) hat. Seien schliel3lich tn # It zwei verschiedene Punkte von Max(R) 
und s E n\nt. Da R lokal Boolesch ist existiert ein Idempotent e ant mit 
Re + Rs = R, also e $ n. Es folgen nt E D(l - e), n E: D(e), d.h. Max(R) ist 
Hausdorffsch und damit Boolesch. 
(2) Seien E(R) der Verband der Idempotente von R und B(Max(R)) der 
Verband der offenen, abgeschlossenen Teilmengen von Max(R). Wir zeigen, 
daR die Abbildung 
E(R) --f B(Max(R)): e w D(e) 
bijektiv ist. Sie ist injektiv nach [14], 9.3, Prop. 2. Sie ist such surjektiv. Da 
ngmlich Max(R) kompakt ist und die Basis (D(e), e = e2 E R, besitzt, ist jede 
offene und abgeschlossene Teilmenge U von Max(R) von der Gestalt 
U = D(eJ u ... u D(e,) = D(l - (1 - e,) *** (1 - e,)) 
mit endlich vielen Idempotenten e, ,..., e,; 1 - (1 - e) **. (1 - ek) ist aber 
wieder ein Idempotent. 
(3) In dem kommutativen Diagramm mit den kanonischen Abbildungen 
kan, 
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ist die kanonische Abbildung kan, eine Bijektion, da Max(R) und 
Max(R/J(R)) homiiomorph sind. Abbildung kans ist bijektiv nach (2), und 
kan, ist bijektiv nach [14], 9.3, Prop. 2. Also ist such 
kan,: E(R) ---f E(R/J(R)): e t+ e mod J(R) 
bijektiv, d.h. Idempotente lassen sich von R/J(R) nach R hochheben. 
(4) Wir identifizieren weiterhin 
R = r(Spec(R), R) C F(Max(R), R) 
und 
Rm = (& = (4n > m E Max(R). 
Sei s E r(Max(R), R). Da R lokal Boolesch ist, sind die kanonischen Abbil- 
dungen 
R-+&n, m E Max(R), 
nach (3) surjektiv. Es gibt also Elemente s(m) E R und offene Umgebungen 
u(m) von m in Max(R), m E Max(R), mit 
Sei 
s ICM = 44 I oh) , m E Max(R). 
Max(R) = U, u a-- u U, 
eine Zerlegung von Max(R) in endlich viele offene Teilmengen, welche die 
Uberdeckung (V(m); m E Max(R)) von Max(R) verfeinert. Seien 
Ui C U(m,), i = I,..., k, 
und ei , i = I,..., K, nach (2) existierende Idempotente mit Ui = D(Q). 
Offenbar gilt dann 
iI s(w) ei IMM~X(R) = S, 
d.h. 
R = F(Max(R), R). 1 
Der vorige Satz gestattet die folgende Umkehrung. 
3.4 SATZ. Sei (X, 0,) ein lokal geringter Boolescher Raum. Dann ist 
R : = r(X, 0,) lokal Boolesch, und der kanonische Morphismus 
kan: (X, 0,) -+ (Spec(R), R) 
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induziert den Isomorphismus 
(X 0,) + (Max(R), 17). 
Beweis. (I) Die kanonische Abbildung 
kan: (X, 0,) + (Spec(R), w) 
ist die in [13], S. 2.17, definierte. Auf den unterliegenden Raumen ist sie 
gegeben durch 
kan: X - Spec(R): x ++ m,. = (Res,)-l(J(O,)), 
wobei 
Res,:R-+O,, XEX, 
die kanonische Abbildung von R in die Faser 0, bezeichnet. Da X ein 
Boolescher Raum ist, sind die Abbildungen Res, surjektiv, die Ideale m, also 
maximal. Damit erhalt man die Faktorisierung 
(X, 0,) --t (Max(R), ii) --t (Spec(R), w). 
(2) Nach [23], Th. 11, ist die Abbildung 
X -+ Max(R) 
ein Homoomorphismus. Daraus folgt such, da13 R lokal Boolesch ist. Seien 
n%rnlich m ein maximales Ideal von R und s E R\m. Nach der vorangehenden 
Bemerkung hat nt die Gestalt 
lit = lit,. = (Res,)-l(J(Oz)) 
fur ein x E X. Da s nicht in m liegt und 0, lokal ist, ist s, = Res,(s) eine 
Einheit. Dann ist s such in einer ganzen Umgebung von x eine Einheit, es 
gibt also eine kompakte, offene Umgebung U von x mit 
qu, 0,)s ILT = I-(77, 0,). 
Sei e das eindeutig bestimmte Idempotent von R mit e ILT = 0, e Ix,” = 1. 
Dann ist 
r(X\u, OX) e IX\U = r(X\u, OX). 
Zusammen erhalt man 
Re + Rs = R 
mit e, = 0, also e E nt, = nt, d.h. R ist lokal Boolesch. 
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(3) Wir zeigen schlieDlich, dal3 
K 04 - (Max(R), W) 
ein Isomorphismus ist. Da X -+ Max(R) nach (2) ein Homoomorphismus ist, 
ist nur zu zeigen, da13 fiir alle x E X die kanonische Abbildung 
R, = @>m, - 0, = (Ox), 
ein Isomorphismus ist. Wie man leicht sieht, ist &(Res,J = tn,‘, also 
0, g R/Ke(Res,) = R/m;. 
Nach (2) und Lemma 3.2 ist such 
Die Satze 3.3 und 3.4 lassen sich zu einer Dualitat zwischen der Kategorie 
der lokal geringten Booleschen Raume und der Kategorie der lokal Booleschen 
Ringe (mit geeigneten Morphismen) erweitern. Wir benijtigen diese Dualitat 
aber nirgends. Die folgende Behauptung zeigt, da8 sich die beiden vorigen 
Satze auf F-semiperfekte und insbesondere FKK-Ringe anwenden lassen. 
3.5 PROPOSITION. Fiir einen Ring R sind die folgenden Aussagen iiquivalent: 
(1) R ist F-semiperfekt. 
(2) Fiir jedes maximale Ideal m von R ist m’ + J(R) = tn. Sind diese 
Bedingungen erfiillt, so ist R ein lokal Boolescher Ring. 
Beweis. (1) => (2) Nach 2.4 gibt es fiir jedes endlich erzeugte Ideal a von R 
ein Idempotent e E a mit a(1 - e) C J(R). Da jedes maximale Ideal J(R) 
enthilt, folgt die Behauptung daraus unmittelbar. 
(2) =P (1) Aus (2) folgt zunachst, da13 R lokal Boolesch ist. Sind m ein 
maximales Ideal von R und s E R\m, so ist m + Rs = R, also m’ + Rs = R 
auf Grund von 2) und dem Lemma von Nakayama. Daher gibt es ein 
Idempotent e E m’ Cm mit Re + Rs = R, d. h. R ist lokal Boolesch. 
Insbesondere sind nach 3.3 Idempotente mod J(R) hochhebbar. Wir zeigen 
schliel3lich, dal3 R/J(R) regular ist. Sei dazu m/J(R) ein maximales Ideal von 
R/J(R) mit m E Max(R). Wegen m’ + J(R) = m wid das Ideal m/J(R) 
von den Idempotenten, die es enthalt, erzeugt. Da mit R such R/J(R) lokal 
Boolesch ist, gilt dann fur die Lokalisierung 
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Also sind die Lokalisierungen von R/J(R) nach maximalen Idealen Kdrper. 
Bekanntlich folgt daraus die Regularitat von R/J(R) (vgl. z. B. [3] 2.3, 
Ex. 9). 1 
3.6 Bemerkung. (1) 1st R ein lokal Boolescher Ring und a ein Ideal von R, 
so ist offenbar such R/a lokal Boolesch. 
(2) Ein Ring R hei& Zornsch, falls fiir r E R, r nicht nilpotent, ein x E R 
existiert, so daB 0 # rx idempotent ist. Jeder lokal Boolesche Ring, dessen 
Radikal nil ist, ist Zornsch. Die Umkehrung gilt nicht, denn nach [14] 9.4 
gibt es einen Zornschen Ring R mit J(R) = 0, der einen Polynomring 
K[X], K Kijrper, als Faktorring besitzt. Wegen (1) ist R nicht lokal Boolesch. 
(3) Ein Ring R heil3t n-regular, falls fiir r E R ein x E R und n EN mit 
r” = rnxrn existieren. Nach [14] 9.4, Prop. 1 und Prop. 3 ist jeder a-regulare 
Ring lokal Boolesch. Jede algebraische Algebra iiber einem Korper ist 
v-regular, [14] 9.4, Prop. 1. 
(4) Sei J(R) = 0. Dann gilt: 
R regular = R lokal Boolesch 3 R Zornsch. 
Nach (2) ist die zweite Implikation nicht umkehrbar. Nach Beispiel 3.7 gilt 
dies such fiir die erste Implikation. Insbesondere gibt es lokal Boolesche 
Ringe, die nicht F-semiperfekt sind. 
3.7 GEGENBEISPIEL. Sei R C QN der Unterring aller konvergenten Folgen, 
also 
R := {(a,) E QN; es gibt a E Q mit a, -+ a}. 
Wir zeigen, daJ R lokal Boolesch, aber nicht reguliir ist und daJ3 J(R) = 0 gilt. 
Beweis. Wir bemerken zunachst, da8 fiir (a,) E R mit a, --+ a # 0 ein 
(r,) E R und NE N mit (a,)(r,) = e(N) existieren, wobei e(N) = (e(N),) 
durch e(N)r, := 0 fur n < N und e(N), := 1 fur n >, N definiert ist. 
(1) Fiir i > 1 sei 
mi:= Ke(RCQN-%Q), 
wobei pi die i-te Projektion ist. Dann gilt mi E Max(R). Das Ideal der 
Nullfolgen in R werde mit m, bezeichnet. Sei (a,) E R und (a,) $ m, . Dann 
gibt es (r,) E R und NE N mit (a,)(r,) = e(N). Daraus folgt 1 - (a,)(r,) em,, . 
Also ist m, ein maximales Ideal. 
Sei m E Max(R). Im Falle m # m,, existieren (a,) ETA, (r,) E R und 
NE N mit (a,)(r,) = e(N) em. Wegen m # R gibt es daher ein i, 
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1 <i<N,mit(di,)$tn,wobeidi,:= Ifiiri==nundd,,:=Ofiiri#n 
gilt. Da 111~ maximal ist, folgt m = mi . Also gilt 
Max(R) = {tn,; i = 0, I,...}. 
(2) R ist lokal Boolesch. Denn seien nt E Max(R) und s E R, s .$ rn. 
Wegen (1) gibt es i > 0 mit nt = mi . Im Fall i # 0 gilt si # 0, also 
(sn) . (s;‘din) = (din) $ nti . 
Im Fall i = 0 gilt s, --f s # 0, und es gibt (r,) E R und NE N mit (s~)(Y,J = 
e(N) C$ M, . Da (din) und e(N) Idempotente von R sind, folgt die Behauptung. 
(3) Wezen J(R) C fly nti = 0 gilt J(R) = 0. Nehmen wir an, da0 R 
regular ist. Dann gibt es zu der Folge (n-l) in R ein (a,) E R mit n-r = 
&u,c~. Das ist ein Widerspruch, da a, = z nicht konvergiert. 1 
3.8 Bemerkung. 1st R ein pseudokompakter Ring, so ist fiir jedes offene 
maximale Ideal von R der Ring R, mit der Identifikationstopologie pseudo- 
kompakt, und die kanonische Abbildung 
R ---f lI(R,; m E Max(R), m offen) 
ist ein topologischer Isomorphismus [8], 0.1 .l. Das Studium pseudokom- 
pakter Ringe la& sich also zum groflen Teil auf dasjenige von lokalen, 
pseudokompakten Ringen zuriickfiihren (vergl. [8]). Fur FKK-Ringe gilt 
dies nicht. Das folgende Gegenbeispiel zeigt namlich, dal3 fiir einen diskreten 
FKK-Ring R nicht notwendig jede Lokalisierung R,,, , m E Max(R), wieder 
F-linear kompakt ist. 
3.9 GEGENBEISPIEL. Sei D ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit 
der Uniformisierenden d, d.h. mit J(D) = Dd. Sei 
R:=fiD, 
n=l 
das direkte Produkt van abzahlbar vielen Kopien D, = D von D. Die Ringe D 
mit der J(D)-adischen und R mit der Produkttopologie sind pseudokompakt. Der 
Ring R ist beziiglich der diskreten Topologie ein FKK-Ring (siehe Korollar 5.5). 
Sei M ein maximales Ideal van R, welches das Ideal rr,“=, D, enthiilt. Da R 
kohiirent ist, gilt das Gleiche von R,,,. Der Ring R,,, ist aber auf Grund der 
folgenden Uberlegungen icht F-linear kompakt. Vermiige der Diagonale D -+ R 
betrachten wir D als Unterring von R. Seien e, , n = 1, 2,..., die primitiven 
Idempotente von R, deren n-te Komponente 1 und alle anderen 0 sind. Diese liegen 
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alle in u,“=;, D, C m, also in dem van allen Idempotenten von m erxeugten 
Ideal m’. Fiir das Element x := (dk),,N zeigen wir, daj 
x E ( fi (Rd” + ln’)j\~~C 
TL=l 
(“1 
gilt. Denn einerseits gilt 
W-1 
x = (0 ,..., 0, 1, dl, d” ,...) dn + c dkek E Rdn + m’, nEN. 
k=l 
Andererseits sind alle Komponenten d” von x von 0 verschieden und 1 das 
einzige Idempotent in R mit lauter von 0 verschiedenen Komponenten, also 
x $ m’ wegen 1 $ m’. 
Aus (*) folgt mit der Bezeichnung 
die Bexiehung 
Nach 3.2 ist aber R, = R/m’ = I?, und esgilt d E J(R) = nz==, J(D,) = Rd, 
und damit 2~ J(R). Wegen 
; R,d” # 0 
?%=l 
ist R, nach 2.5(l), hein FKK-Ring. fl 
Im vorigen Gegenbeispiel sieht man andererseits, daB fur die maximalen 
Ideale 
m, := JPn> x n D,, nEN, 
m+n 
von R die Beziehungen 
und D e Re, z RlmlL’ s R,,,, 
gelten, da13 fiir diese maximalen Ideale m der Ring R, also wieder ein 
FKK-Ring ist. Satz 2.13 erlaubt es, alle maximalen Ideale eines FKK-Ringes 
entsprechend in zwei Gruppen einzuteilen. 
3.10 SATZ. Seien R ein FKK-Ring, in ein maximales Ideal von R und 
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tn’ das van allen Idempotenten von in erzeugte Ideal. Folgende Aussagen sind 
iiq2livalent: 
(1) m’ ist speziell abgeschlossen. 
(2) td ist ein direkter Summand von R. 
(3) Es gibt (genau) ein primitives Idempotent f von R mit nt’ = R( 1 - f ). 
(4) m ist ein oflener Punkt von Max(R). 
Sind die Bedingungen (l)-(4) erfiillt, so ist Rm wieder ein FKK-Ring. 
Der Beweis folgt leicht aus 2.13. 
Sind R ein Ring und M ein R-Modul, so sei 
M := i@ hx(R) 
die von dem quasikoharenten R-Modul @ [12], 1.3, auf Max(R) induzierte 
Garbe. Offenbar ist a ein R-Modul. Sei Mod(R) die Kategorie aller 
R-Moduln. Die Zuordnung M ++ i@ induziert einen Funktor 
Mod(R) + Mod(R): M t-+ fi;ii. 
3.11 PROPOSITION. Sei R lokal Boolesch. Dams ist der Funktor 
Mod(R) -+ Mod(R): M H M 
eine Aquivalenz; quasiinvers zu dieser Aquivalenz ist der Funktor P der globalen 
Schnitte. Bei dieser Aquivalenz entsprechen den endlich erzeugten bzw. endlich 
pr&-ntierbaren bzw. koharenten bzw. endlich erzeugten, projektiven R-Moduln 
die R-Moduln vom endlichen Typ bzw. endlicher Prasentation bxw. die kohiirenten 
R-Moduln bzw. die lokal fieien R-Moduln vom endlichen Typ. 
Der Beweis, daB “M ++ a” eine Aquivalenz ist, ergibt sich analog zum 
Beweis von Satz 3.3 daraus, dal3 fiZt-+ i@ eine Aquivalenz ist [12], 1.3. 
Insbesondere ist jeder R-Modul quasikoharent. In der gleichen Weise erhalt 
man die iibrigen Behauptungen aus den entsprechenden Resultaten fiir 
quasikoharente R-Moduln (vg. [12], 1.3 und [3], 2.5, Prop. 3, Cor.). Fiir 
regulare Ringe ist der vorige Satz ebenso wie Satz 3.3 eine Ubungsaufgabe in 
[3], 2.4, Ex. 16 (vgl. such [19]). m 
3.12 Bemerkung. Sei R ein lokal Boolescher Ring. Ebenso wie die vorige 
Proposition beweist man die entsprechenden S&e fur R-Algebren und fiir 
Moduln iiber R-Algebren. Seien A eine nicht notwendig kommutative 
R-Algebra und M ein A-Linksmodul. Da fiir R-Moduln M, N die Beziehung 
M & N = 2 @R N gilt, ist 2 eine R-Algebra, und z ist ein A-Links- 
modul. Die Kategorie der A-Linksmoduln ist aquivalent zur Kategorie der 
X-Linksmoduln iiber dem geringten Booleschen Raum (Max(R), A). 1 
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Die folgenden beiden Propositionen sind eine Anwendung der Garben- 
darstellung von 3.12; sie verallgemeinern bekannte Eigenschaften von 
lokalen Ringen auf lokal Boolesche Ringe und damit insbesondere auf 
FKK-Ringe. Die Beweise von Prop. 3.13 und Prop. 3.14, die wir nicht 
ausftihren, folgen aus 3.12, der Garbentheorie iiber Booleschen R&men 
sowie aus den Ergebnissen und den Beweisen von [22], Kap. 11. 
3.13 PROPOSITION. Sei A lokal Boolesch und A eine nicht notwendig 
kommutative R-Algebra. 
(1) Der A-Linksmodul P sei ein direkter Summand einer direkten Summe 
von endlich priisentierbaren A-Linksmoduln. Fiir alle m E Max(R) enthalte der 
A,-Modul P,,, ein isomorphes Bild van A,,, als direkten Summanden. Dann 
existiert ein A-Linksmodul Q mit P z A @ Q. 
(2) Pit(R) = 0. 1 
3 .I 4 PROPOSITION. Sei R ein Ring mit R/J(R) lokal Boolesch und sei A eine 
nicht notwendig kommutative endliche R-Algebra. 
(1) Sei u E A und sei a ein Linksideal in A mit A = Au + a. Dann gibt es 
a E a, sodap u + a invert&bar ist. 
(2) Seien P ein endlich erzeugter, projektiver A-Linksmodul und M, N 
beliebige A-Linksmoduln. Gilt P @ M z P @ N, so folgt M z N. 1 
4. HENSELEIGENSCHAFTEN VON FKK-RINGEN 
FKK-Ringe liefern neue Beispiele fur Henselsche Ringe. 
4.1 DEFINITION [15], Sect. 1. Ein Paar (R, a) eines Ringes R und eines 
Ideales a von R hei& ein Henselpaar, falls es fur jedes unitire Polynom 
P E R[X] und zwei relativ prime unitare Polynome Qi , Qs E R/a[X] mit P 
mod a = QiQs relativ prime, unitare Polynome PI , Pz E R[X] mit 
P = PIP, und Pi mod a = Q3 , i = 1,2, 
gibt. Dabei heiBen PI und Pz relativ prim, falls 
gilt. 1 
NJW’, + WV’, = RLTI 
1st (R, a) ein Henselpaar, so liegt a im Radikal von R und PI und Pz sind 
durch ihre Eigenschaften eindeutig bestimmt [15], Sect. 1. 
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4.2 DEFINITION. Ein Ring R heiBt ein Henselscher Ring oder Hensel- 
ring, falls (R, J(R)) ein Henselpaar ist. a 
4.3 SATZ. Ist a ein im Radikal enthaltenes Ideal eines FKK-Ringes, so ist 
(R, a) ein Henselpaar. Insbesondere ist R Henselsch. 
Beweis. 1st a endlich erzeugt, so ist R in der a-adischen Topologie nach 2.6 
Hausdorffsch und vollstandig, nach [4], 3.4, Th. 1, ist (R, a) also ein Hensel- 
paar. Da jedes Ideal die gerichtete Vereinigung seiner endlich erzeugten 
Unterideale ist, folgt die Behauptung fur allgemeines a aus [15], Prop. 2. 1 
Fur F-semiperfekte Ringe ist die Eigenschaft, Henselsch zu sein, eine 
lokale Eigenschaft, d.h. es gilt der folgende. 
4.4 SATZ. Ein F-semiperfekter Ring R ist genau dann Henselsch, wenn alle 
seine Lokalisierungen nach maximalen Idealen Henselsch sind. 
Beweis. Das wesentlichste Hilfsmittel fur den Beweis ist die Darstellung 
von R als Ring der globalen Schnitte des lokal geringten Booleschen Raumes 
(Max(R), f7). Da R F-semiperfekt ist, gilt fur alle m E Max(R) die Beziehung 
(R/J(R)),,, = (R/J(R>>m = RmIJ(&J = @%n/J((&)~ 
d. h. der fllbergang zum Radikalfaktorring ist mit der Faserbildung ver- 
tauschbar. Man verwendet standig die Globalisierungsmethode fiir lokal 
geringte Boolesche Raume. Aus diesen Bermerkungen ergibt sich der Beweis 
unmittelbar. Wir lassen die etwas umstandlich aufzuschreibenden Einzel- 
heiten fort. 1 
Der vorangehende Satz gestattet den Beweis der folgenden Charakteri- 
sierung F-semiperfekter Henselringe. 
4.5 SATZ. Ein F-semiperfekter Ring ist genau dann Henselsch, wenn sich 
fiir jede endliche, d. h. als R-Modul endlich erzeugte, nicht notwendig kommu- 
tative R- Algebra A und jedes zweiseitige Ideal a Idempotente von Ala nach A 
hoch heben lassen. 
Beweis. (1) Fiir einen lokalen Henselring wurde die Behauptung von 
G. Azumaya in [l], Th. 22, bewiesen (vergl. such [4], 3.4, Ex. 3). Mit Hilfe 
von Satz 4.4 fiihren wir den allgemeinen Fall auf diesen Fall zurtick. Sei 
R Henselsch. Seien (Max(R), fi) der nach 3.3 zu R gehorige lokal geringte 
Boolesche Raum und A die von A induzierte R-Algebra (Bemerkung 3.12) 
mit dem zweiseitigen Ideal zi. Fiir alle m E Max(R) sind (A),,, = A, eine 
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endliche (R), = &Algebra und (ii),,, = a,,, ein zweiseitiges Ideal von A, . 
Seien nun e’ ein Idempotent von A/a und x E A ein Element mit 
e’ = xmoda. 
Aus Azumaya’s Ergebnis und Satz 4.4 folgt die Existenz von Idempotenten 
e(m) E A, und Elementen a(m) E a,,, , m E Max(R), mit 
X - 44 + 4m), m- tn E Max(R). t*> 
Da die Abbildungen 
A+& und a-+a, 
surjektiv sind, gibt es Elemente 
f(ln> E 4 b(m) E a, m E Max(R), 
mit 
f(m), = e(m), b(m), = a(m), m E Max(R). 
Aus (*) und den Beziehungen e(m) = e(m)2 folgt die Existenz von kompakten, 
offenen Umgebungen U(m) von m mit 
LfWl~h# = fO4l~h) , 
x ILW = fWltih) + WMluh) , m E Max(R). 
Seien (U, , i = l,..., k) eine endliche, offene Zerlegung von Max(R), welche 
die Uberdeckung (U(m), m E Max(R)) verfeinert, 
Ui C U(m,), i = l,..., k, 
und ei E R, i = l,..., k, Idempotente mit 
ei Iui = 1, ei IM~x(R)\u~ = 0. 
Dann ist das Element 
e := fJ e,f(m,)EA 
i=l 
offenbar idempotent, und es gilt 
e mod a = x mod a = e’. 
(2) Der Beweis der umgekehrten Implikation des Satzes la& sich analog 
zu (1) auf den von Azumaya behandelten lokalen Fall zuriickfiihren. Er folgt 
aber such unmittelbar aus Resultaten von S. Greco [lo], Th. 3.1. # 
348 OBERST AND SCHNEIDER 
Nach 4.3 gilt die Behauptung des vorigen Satzes insbesondere fiir FKK- 
Ringe. 
Das folgende Beispiel zeigt, dab die Behauptungen der Satze 4.4 und 4.5 
fiir lokal Boolesche Ringe statt F-semiperfekten Ringen R nicht mehr gelten. 
4.6 GEGENBEISPIEL. Sei R der lokal Boolesche, aber nicht F-semiperfekte 
Ring von Beikpiel3.7. Wegen J(R) = 0 ist R Henselring. Es gibt m E Max(R), 
sodaJ R,,, kein Henselring ist. AuJerdem existiert eine endliche R-Algebra A und 
ein Ideal a von A, soda@ sich nicht alle Idempotenten von A/a nach A hochheben 
lassen. 
Beweis. (1) Sei m = m, das maximale Ideal der Nullfolgen von R. Mit 
S := R/m,’ gilt 
R,O s S, m,’ = Q(*), J(S) = nt,/m,‘. 
Sei P := X2 - s E S[X], wobei s E S das Bild der Folge (1 + n-l) E R bei 
der kanonischen Abbildung kan: R + R/m,, = S ist. 
AuBerdem seien Qi := X - 1, Qa :== X + 1 E S/J(S)[X]. Dann sind 
P, Q1 , Qa unitar, Q1 und Qa sind relativ prim, und es gilt 
PmodJ(S) =X2- 1 =Qr *Qz. 
Wir nehmen an, da8 S ein Henselring ist. Dann gibt es unitare Polynome P1 , 
Pz E S[X] mit P = PI . Pz . Fiir i==l,2 sei P,=X+si. Wegen 
P = P1 . Pz folgt 
x2 - s = x2 + (sl + s2)X + s1s2 , 
also s = sr2. Sei sr das Bild von (r,) E R bei kan: R - R/m,‘. Wegen 
m. I- - Q’“’ existiert NE N, sodaD fiir alle n > N 
1 + n-l = rn2 
gilt. Fiir Primzahlen n ist das ein Widerspruch. Also ist S G RmO kein 
Henselring. 
(2) Nach (1) und Satz 4.5 fur den lokalen Fall gibt es eine endliche 
R,O-Algebra A und ein Ideal a C A, sodal sich nicht alle Idempotenten von 
A/a nach A hochheben lassen. Da R ---f R,O surjektiv ist, ist A such eine 
endliche R-Algebra. 1 
Wie in [lo], Th. 5.1 und [II], Th. 4.1 erhalt man die 
4.7 FOLGERUNG. Seien R ein F-semiperfekter Henselscher Ring, A eine 
nicht natwendig kommutative, endliche R-Algebra und a ein zwei&tiges Ideal 
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von A. Dann ist jeder endlich erzeugte, projektive Ala-Linksmodul Q von der 
Gestalt 
mit einem endlich erxeugen, projektiven A-Linksmodul P. Ist a in ](A) enthalten, 
so ist P bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbesondere ist die kanonische 
AbbiZdung 
der projektiven Grothendieckgruppen ein Isomorphismus. a 
5. KONSTRUKTION VON DISKRETEN FKK-RINGEN 
Zum Beweis des Konstruktionssatzes (Satz 5.3) wird folgendes Ergebnis 
tiber das Hochheben von Epimorphismen benotigt. 
5.1 SATZ. Seien R ein Ring, R/](R) lokal Boolesch und A eine nicht 
notwendig kommutative, endliche R-Algebra. Sind P ein endlich erzeugter 
projektiver und M ein A-Linksmodul, so gibt es xu Epimorphismen f, g: P -+ M 
einen Isomorphismus h: P + P mit g = fh. 
Beweis. (1) Sei h: P -+ P ein Epimorphismus. Da P projektiv ist, gilt 
P @ Ke h s P, und nach Prop. 3.14, (2) folgt Kc(h) = 0. Also geniigt es, 
die Existenz eines Epimorphismus h mit g = fh zu beweisen. 
(2) Wir zeigen zunlchst, daS die Behauptung des Satzes mit h Epimor- 
phismus fur einen beliebigen Ring A gilt, falls sie fur A/J(A) gilt. Fur 
einen A-Modulhomomorphismus k: X -+ Y bezeichne k’: X’ -+ Y’ den 
mod J(A) induzierten Homomorphismus. Nach Annahme gibt es zu 
f ‘, g’: P’ --f M’ einen A’-Homomorphismus H: P’ + P’ mit g’ = f  ‘H. Da 
P projektiv ist, gibt es einen A-Homomorphismus h: P + P mit h’ = H. 
Nach dem Lemma von Nakayama ist h surjektiv; da P projektiv ist, besitzt h 
ein Rechtsinverses. 
Wegen g’ = f  ‘h’ gilt Bi(g - fh) C J(A)M. Da der Epimorphismus f  eine 
Surjektion J(P) = J(A)P ---f J(A)M ’ d m uziert, und da P projektiv ist, 
la& sich g in der Gestalt 
g = f(h + 4, k: P + J(P) 
schreiben. Da P endlich erzeugt und projektiv ist, gilt 
J(Hom,(P, P>) = Horn.@, I(P)), 
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k liegt also in ](Hom,(P, P)). Da h rechtsinvertierbar ist, ist dann such 
h + K rechtsinvertierbar und insbesondere surjektiv. 
(3) Da A eine endliche R-Algebra ist, gilt J(R) . A C J(A), und A/J(A) 
ist wieder eine endliche R/J(R)-Algebra. Wegen (2) geniigt es, die Behauptung 
fur lokal Boolesche Ring R zu zeigen. Sei also R lokal Boolesch. Wir verwenden -- 
die Garbendarstellung von Abschnitt 3; Ib’, P sind Modulgarben iiber dem 
geringten Raum (Max(R), 2). Fur m E Max(R) ist A, eine endliche 
R,,,-Algebra, also ist A,/J(A,) halbeinfach. In Teil(4) des Beweises beweisen 
wir Satz 5.1 fur halbeinfache Ringe R. Wegen (1) und (4) gilt die Behauptung 
dann fur A, und es existiert ein A,-Isomorphismus h,: P,, + P”, mit 
gm =fmhm* 
Da P endlich prlsentierbar ist und ?i? vom endlichen Typ ist, gibt es eine 
offene Umgebung U von m und einen A 1 U-Isomorphismus 
h(U):PI U--+PI Umitg / U =f 1 Uh(U) 
(vgl. [12], ch. 0, 5.2.2, 5.2.6). 
Da Max(R) Boolesch ist, folgt durch Globalisierung die Existenz eines 
Isomorphismus 
h: P+ Pmitg =fh. 
(4) Wir haben noch folgende Behauptung zu zeigen: Seien A ein halbein- 
father Ring und P, M endlich erzeugte A-Mod&. Dann gibt es zu Epimor- 
phismen f, g: P + M einen Isomorphismus h: P -+ P mit g = fh. 
Da A halbeinfach ist, sind P, M endlich erzeugte, halbeinfache Moduln 
und f, g zerfallen. Wegen Ke( f  ) @ M s P g Kc(g) @ M gibt es einen 






+ - 1 
O-Ke(f)--+PLM-0 
1aBt sich durch einen Homomorphismus h: P- P kommutativ erggnzen. 
Nach dem Schlangenlemma ist h Isomorphismus. Wegen g = fh ist (3) 
bewiesen. 1 
5.2 KOROLLAR. Seien R ein Ring, R/J(R) lokal Boolesch und A eine nicht 
notwadig kommutative endliche R-Algebra. Seien M, N und P A-Mod& und 
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sei P endlich erxeugt und projektiv. Dann sind fiir Epimorphismen g: P -+ M 
und f: N -+ M folgende Aussagen iiquivalent : 
(I) Es gibt einen Epimorphismus h: P + N mit g = fh. 
(2) Es gibt einen Epimorphismus h’: P -+ N. 
Beweis. (1) 3 (2) ist trivial. 
(2) 3 (I): Hach Satz 5.1 gibt es zu den Epimorphismen fh’, g: P -+ M 
einen Isomorphismus 
k: P - P mit g = fh’k. 
Mit h : = h’k folgt (1). 1 
Der nachste Satz gibt eine Bedingung an, unter der ein nach Satz 1.8 
gebildeter FKK-Ring sogar mit der diskreten Topologie FKK-Ring ist. 
Zur Formulierung von Satz 5.3 fiihren wir folgende Bezeichnung ein: 
Fiir einen Ring R gelte c(R) < n genau dann, wenn jedes endlich erzeugte 
Ideal von R von n Elementen erzeugbar ist. 
5.3 SATZ. Sei (R, , fij: Rj - Ri, i <j EI), I gerichtet, ein inverses 
System von diskreten FKK-Ringen. Die Abbildungen fii seien surjektiv und die 
Kerne Ke( fii) seien endlich erzeugt. AuJerdem exist&e ein n E N, sodaJj fur alle 
i E I c(RJ < n gilt. 
Dann ist der Ring lim, Iii ein diskreter FKK-Ring, und es gilt 
c(lim RJ < n 
i 
Beweis. Wir betrachten R := limi Ri mit der Limestopologie als linear- 
topologischen Ring. Nach Satz 1.8 ist R ein FKK-Ring. Seien fi: R + R, , 
i E I, die kanonischen Projektionen. Vermijge fi ist jeder Ri-Modul auf 
kanonische Weise ein R-Modul. Nach 1.8 sind die Abbildungen fi surjektiv, 
und der R-Modul Ri liegt fur alle i E I in Koh(Dis R). Allgemeiner liegt dann 
jeder endlich prasentierbare, d. h. koharente Ri-Modul in Koh(Dis R). Im 
folgenden betrachten wir alle auftretenden Moduln als Objekte von CTC(R). 
Die in Satz 1.5 ZusammengefaBten Eigenschaften der Kategorie CTC(R) 
werden wir fortlaufend verwenden. 
Im ersten Beweisschritt zeigen wir, dal3 die Behauptung von Satz 5.3 aus 
der Eigenschaft (*) folgt: 1st b ein speziell abgeschlossenes Ideal von R, und 
sind alle Ideale fi(b) endlich erzeugt, so ist such b endlich erzeugt, und 
zwar ist b durch n Elemente erzeugbar. 
In Teil (2) und (3) wird (*) durch Reduktion auf den Fall einer wohl- 
geordneten Indexmenge I bewiesen. 
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(1) Sei (*) bereits bewiesen. Da jedes endlich erzeugte Ideal von R 
speziell abgeschlossen ist, folgt c(R) < n. Wir zeigen in (a), daB R bezgl. der 
diskreten Topologie F-linear kompakt und in (c), da13 R koharent ist. 
(a) Sei (b, , ZEL) eine nach unten gerichtete Familie von endlich erzeugten 
Idealen von R. Als endlich erzeugte Ideale sind die b, speziell abgeschlossen, 
also ist such b := filbl speziell abgeschlossen. AuRerdem ist die kanonische 
Abbildung 
R+ lim Rjbl 
surjektiv. Es bleibt noch zu zeigen, da8 b endlich erzeugt ist. Fiir i E I gilt 
wegen der Kogrothendieckbedingung 
Da die Ringe Ri.F-linear kompakt und die Ideale fi(b,) endlich erzeugt sind, 
sind such die Ideale fi(b) endlich erzeugt. Nach (*) folgt daraus, dal3 b 
endlich erzeugt ist. 
(b) Zum Nachweis der Koharenz von R beweisen wir zunachst folgende 
Behauptung: 
Sei (bi , i ~1) eine Familie von endlich erzeugten Idealen bi C R, , sodaD 
fur i < j fij(bi) C bi gilt. Dann ist such das Ideal 
b := lim ba 
i 
von R endlich erzeugt und durch n Elemente erzeugbar. 
Da die R-Mod& bi , i E I, endlich erzeugt, also speziell abgeschlossen 
sind, ist b speziell abgeschlossen, und es gilt 
h(b) = f-l fdb,). 
t=aa 
Da die fij surjektiv sind, ist ftj(bj) fur i < j endlich erzeugt in Rj . Ri ist 
nach Voraussetzung F-linear kompakt. Also ist such f,(b) endlich erzeugt. 
Wegen (*) ist dann b durch n Elemente erzeugbar. 
(c) Mit Hilfe von (b) zeigen wir die Koharenz von R. Seien Q und b 
endlich erzeugte Ideale von R. Dann ist 
Also folgt 
ll = limfi(ll), b = liy fi(b). 
a n b = liyfi(a) n liyr fa(b) 
= ~i~(fib) nf,(W. 
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Fiir alle i E I ist fi(a) n fi(b) endlich erzeugt. Sei schliel3lich r E R. Fur den 
Annullator (0 : Y)~ von Y in R gilt die Beziehung 
(0 : T)R = lim(0 : f<(~))~~. 
Die Ideale (0 :fi(r))R, von R, sind endlich erzeugt, da Ri koharent ist. Nach 
(b) ist also such (0 1 T)~ endlich erzeugt. Damit ist die Koharenz von R 
bewiesen. 
(2) Wir zeigen zuntichst fur wohlgeordnetes 1, daB R der Bedingung (*) 
geniigt. Sei dazu b ein speziell abgeschlossenes Ideal von R, soda0 fur alle 
i E If,(b) endlich erzeugt ist. 
(a) Wir konstruieren durch transfinite Induktion nach j E I Surjektionen 
gj: R” - fj(b), 
sodaB 
(gj ,jEO R” - (f,(b),jEI) 
ein inverses System von Abbildungen ist. Hierbei sind die Abbildungen des 
inversen Systems (f,(b), j E 1) von fil , i < I, induziert. Sei j E I. Fur i < j, 
i E 1, sei gi bereits konstruiert. Die Surjektionen fi(b) -+ fi(b) induzieren eine 
Surjektion 
fi’ : fdb) -+ fi~fdb). 
AuBerdem induziert das inverse System 
(gi , i c j): R” + (fi(b), i < j) 
von Surjektionen die Surjektion 
gj’ : Rn --f f$y fi(b). 
Da fj(b) endlich erzeugt ist und c(Rj) < n gilt, existiert eine Surjektion 
Rn -+ f,(b). Da R FKK-Ring ist, 183t sich Kor. 5.2 (mit R = A) auf die 
Epimorphismen fj’, gj’ anwenden. Also existiert eine Surjektion 
Dann ist such 
gj: R” -ffj(b) mit gj’ = figi . 
(gi , i < j>: RR -+ (fi(b), i < j) 
ein inverses System von Surjektionen und die Induktionsbehauptung ist 
bewiesen. 
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(b) Sei 
ein nach (a) konstruiertes inverses System von Surjektionen. Dieses System 
induziert eine Surjektion 
lj-ng’ : R” -+ l;!n&(b) = 6. 
Also ist b durch n Elemente erzeugt. Damit ist (*) fur wohlgeordnetes I 
bewiesen. 
(3) Im letzten Schritt beweisen wir (*) fur beliebige gerichtete Index- 
mengen I durch transfinite Induktion nach card (I). Nehmen wir also an, die 
Behauptung (*) sei gezeigt fur gerichtete Mengen J mit card(f) < card(l). 
Nach [21] 6.22, Lemma existieren eine wohlgeordnete Menge L und eine 
wachsende Familie (II , 1 EL) von gerichteten Teilmengen IZ von 1, sodaB 
I = u (1r , I EL) ist und card(1,) < card(l) fiir I EL gilt. 
Nach Induktionsannahme sind die Ringe R, : = lim,,l, Ri , I EL, diskrete 
FKK-Ringe, und es gilt c(Rz) < n. Seien 
fi: R - 4 , IGL und 
fina: Rm --f 4 > l<mm~Lund 
fim:R,-+Ri, m EL, iEIm 
die von den fij induzierten kanonischen Surjektionen. Es gilt 
Urn Teil (2) des Beweises auf das System 
anwenden zu konnen, miissen wir noch ziegen, dal3 die Kerne Ke(f& 
endlich erzeugt sind. Nach Definition gilt Ke(fzm) = ncEI, Ke(fim). Da Rwl 
bezgl. der diskreten Topologie F-linear kompakt ist, geniigt es zu zeigen, daB 
Ke(fim) fur i E 1, endlich erzeugt ist. Aus den kommutativen Diagrammen 
mit exakten Zeilen 
0 - Ke(fim) ----+ R, - fim ip, - 0 
1 lfj* 1. 
0 - Ke(fJ --+ Rj - fi’ Ri d 0 
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fur i < j E I, folgt 
Nach Voraussetzung sind die Kerne Ke(fii) endlich erzeugt, und nach 
Induktionsvoraussetzung gilt (*) fur das System (Ri , i < j E I,). Dann folgt 
nach Teil (b) von (I), da0 such Ke(f,,,) en ic erzeugt ist. Also la& sich (2) dl h 
auf das System 
(R,,f,,:R,-tR,,lBmEL) 
anwenden. Sei jetzt b ein speziell abgeschlossenes Ideal von R mit endlich 
erzeugten f,(b), i E I. Dann sind alle f,(b), I EL, speziell abgeschlossen, und 
alle f&Jb)) = f,(b), i E I& , sind endlich erzeugt. Nach Induktionsannahme 
sind dann alle f,(b), 1 EL, endlich erzeugt. Nach (2) ist schlieglich b durch n 
Elemente erzeugbar. Damit ist (*) such fur R erfiillt. 1 
Wir werden im folgenden Satz 5.3 in einigen speziellen Situatonen 
anwenden und erhalten so neue Beispiele fiir diskrete FKK-Ringe. Ohne 
Beweis erwshnen wir zuniichst ein einfaches Lemma. 
5.4 LEMMA. (1) Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und gelte c(R) < n. Dann 
folgt c(Rla) < n. 
(2) Sind R, S Ringe mit c(R) < n, c(S) < m, so folgt c(R x S) < 
Max(m, n). 
(3) Seien R ein lokal Boolescher Ring und n E N. Dann ist c(R) < n genau 
dann, wenn ftir alle m E Max(R) c(R,) < n gilt. 1 
5.5 KOROLLAR. Seien n E N und (Ri , i E I) eine Familie von diskreten 
FKK-Ringen mit c(RJ < n, i E I. Dann ist l-Ii=1 Ri ein diskreter FKK-Ring 
mit co&, RJ < n. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus 5.3 und 5.4, (2). 1 
5.6 KOROLLAR. Seien R ein Ring und n E N mit c(R) < n. Die Menge 
{a; a ist ein Ideal von R, sodaJ3 R/a artinsch ist> 
ist Nullumgebungsbasis einer linearen Topologie auf R. Sei I? die Komplettierung 
von R bei dieser Topologie. Dann ist I? ein diskreter FKK-Ring mit c(R) < n. 
5.7 KOROLLAR. Seien R ein noetherscher Integritatsring und n EN mit 
c(R) < n. Sei R die Komplettierung von R bei einer beliebigen linearen, nicht 
diskreten Topologie auf R. Dann ist R ein diskreter FKK-Ring mit c(R) < n. 
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Beweis. Nach [7], Cor. 1 von Th. 9 und Th. 10 ist die Krulldimension 
von R < 1, also ist fur jedes Ideal a # 0 von R der Ring R/a artinsch. 
Daraus folgt die Behauptung wie bei Kor. 5.6. # 
6. F-LINEAR KOMPAKTE ALGEBREN UND FORMALE SCHEMATA 
In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Beziehungen in der 
Theorie der formalen Schemata und formalen Gruppen tiber einem Ring R, 
die von Gabriel in [8] fur pseudokompakte Ringe bewiesen wurden, auf 
FKK-Ringe verallgemeinert. 
Zum Beweis des Darstellungssatzes 6.4 beniitigen wir zunachst einige 
Hilfsmittel. 1st R ein Ring, so sei Alg(R) die Kategorie der (kommutativen) 
R-Algebren. 1st R topologisch koharent (vgl. Abschnitt I), so sei 
Alg(Koh(Dis R)) die volle Teilkategorie von Alg(R), deren Objekte als 
R-Moduln in Koh(Dis(R)) liegen. 
6.1 LEMMA. Sei R ein topologisch kohiirenter Ring. Dunn ist die Kategorie 
Koh(Dis R) abgeschlossen unter der Bildung des Tensorprodukts iiber R. 
Der Beweis ist einfach. a 
6.2 LEMMA. Sei R ein topologisch kohiirenter Ring. Dunn ist das Tensor- 
produkt in der Kategorie Alg(Koh(Dis R)) die Fasersumme. 
Bezueis. Seien A, B, C R-AZgebren in Alg(Koh(Dis R)), und seien 
f: A + B, g: A -+ C R-Algebrenhomomorphismen, die auf B und C eine 
A-Modulstruktur induzieren. Da B @A C die Fasersumme von f, g in 
Alg(R) ist, ist nur B @A C E Koh(Dis R) zu zeigen. Da RA endlich erzeugt 
ist und in Koh(Dis R) liegt, ist ein beliebiger A-Modul M genau dann als 
A-Modul koharent, wenn er als R-Modul in Koh(Dis R) liegt. Also sind 
.B, .C koharente A-Moduln. Nach Lemma 6.1 (fiir den diskreten Fall) ist 
such B aA C kohlrenter A-Modul und liegt deshalb in Koh(Dis R). fl 
6.3 KOROLLAR. Sei R ein topologisch kohiirenter Ring. Dunn sind Epimor- 
phismen in Alg(Koh(Dis R)) surjektiv. 
Beweis. In einer Kategorie mit Fasersummen ist ein Morphismus 
f: A -+ B genau dann Epimorphismus, wenn in dem Diagramm 
in, = in, gilt. 
KOMMUTATIVE KOMPAKTE RINGE 357 
Sei f : A + B ein Morphismus in Alg(Koh(Dis R)). Nach Lemma 6.2 ist 
B ga B = B lA B Fasersumme in Alg(Koh(Dis R)) und in Alg(R). Also 
istfgenau dann Epimorphismus in Alg(Koh(Dis R)), wennf Epimorphismus 
in Alg(R) ist. Das bedeutet aber, da8 f Epimorphismus von Ringen ist. Nun 
ist .B endlich erzeugt, da RB endlich erzeugt ist. Nach [16], Exp. 4, Prop. 1.7, 
ist ein endlicher Epimorphismus von Ringen surjektiv. Also ist f surjektiv. 1 
1st R ein FKK-Ring, so bezeichnen wir mit Alg(CTC(R)) die Kategorie der 
topologischen R-Algebren A, die als R-Moduln in CTC(R) liegen, mit den 
stetigen R-Algebrenhomomorphismen als Morphismen. Nach Satz 1.15 ist 
jede Algebra A in Alg(CTC(R)) wieder ein FKK-Ring. Sei Me die Kategorie 
der Mengen. 
6.4 SATZ. Sei R ein FKK-Ring und sei 
VI := Alg(Koh(Dis R)), $ := Alg(CTC(R)). 
Dann ist der Funktor 
‘$i” -+ {F: ‘3 + Me; F e-rhiilt endliche Limites und beliebige Durchschnitte} 
A b @(A, -) / 2l 
eine Aquivalenx. 
Beweis. Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis des entsprechenden 
Satzes fur CTC(R) (Prop. 9.1 in [17]). 1 
6.5 DEFINITION. Sei R ein FKK-R’ mg. Eine Algebra A in Alg(CTC(R)) 
heil3t strikt, falls jedes Ideal a von A, das als R-Modul speziell abgeschlossen 
ist und fur das (A/a)dis E: Koh(Dis R) gilt, offen ist. Sei s-Alg(CTC(R)) die 
volle Teilkategorie von Alg(CTC(R)) d ie aus den strikten Algebren besteht. 
Hierbei bezeichnen wir die einem topologischen Raum X zugrundeliegende 
Menge mit Xais . 1 
Die Kategorie s-Alg(CTC(R)) ist das Analogon fur Algebren zu der 
Kategorie STC(R) in [17], Abschnitt 2. Der Beweis der nachsten Proposition 
verliuft wegen 1.14 wie der Beweis von [17], Prop. 5.22. 
6.6 PROPOSITION. Sei R ein FKK-Ring und sei 
21 := Alg(Koh(Dis R)), @l := Alg(CTC(R)), a := s-Alg(CTC(R)). 
Dann ist @ eine korefexive Unterkategorie von $i, d. h. die Ink&on % C ‘$i 
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besitzt einen rechtsadjlngierten Funktor s: ‘@ + ai. Fiir A E @gilt Safe = Adis 
und 
{a; a C A ist ein speziell abgeschlossenes Ideal mit (A/Lx)~~~ E Koh(Dis R)} 
ist eine Nullumgebungsbasis der Topologie von s(A). h 
6.7 DEFINITION. Sei R ein FKK-Ring und sei ‘3 = Alg(Koh(Dis R)). 
Ein Funktor F: ‘3 -j Me hei& formales Schema iiber R, falls F alle die 
Limites erhalt, mit denen die Inklusion ‘$l C Alg(R) vertauscht. Die voile 
Teilkategorie von Me”, deren Objekte die formalen Schemata iiber R sind, 
wird mit Sch(R) bezeichnet. 
6.8 SATZ. Sei R ein FKK-Ring. Dann gilt mit den Bezeichnungen von 
6.6: Der Funktor 
ai0 --, Sch(R): A t-+ ‘@A, -) / % 
ist ezn &uivalenx. 
Beweis. Wegen Satz 6.4 ist folgendes zu zeigen: Sei A E 58. A ist genau 
dann strikt, wenn ‘&(A, -) ) ‘3 ein formales Schema ist. 
(I) Sei A strikt und sei (Bi , fij: Bi + B, , i < j EI), I geordnet, ein 
inverses System mit Bi E % fur i E I und lim, Bi E ‘8 (lim* Bi ist in Alg(R) 
gebildet). Wir versehen lim, Bi mit der Limestopologie. Dann gilt lim, Bi E ‘& 
und 
(lim R&is = s(li$ Bi) E ‘%[, 
da 0 in limi Bi speziell abgeschlossen ist und (limi R&is E ‘8 gilt. Also folgt 
@(A, (lip Bi)dis) = QA, s(lim RJ) 
s @A, lim Bi) e lip &A, BJ. 
Damit ist ‘@(A, -) j 5X als formales Schema nachgewiesen. 
(2) Sei umgekehrt !&(A, -) 1 2X ein formales Schema. Sei a CA ein 
speziell abgeschlossenes Ideal mit (A/a)drs E Koh(Dis R). Wir betrachten die 
filtrierte Menge der speziell offenen Ideale a’ mit a’ > a. Dann gilt A/a E 
lim,, A/a’ in 58, also folgt (A/a)drs g (lim,, A/a’)dis , und da @(A, -) ) ‘8 ein 
formales Schema ist, ergibt sich 
‘@A, (A/a)& E @(A, (1:~ A/a’)& 
z lip @(A, (A/a’)&. 
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Da die Ideale a’ offen sind, gilt in ‘& (A/a’)drs = A/a’, und es folgt 
‘&(A, (A/a)ois) s l\m ‘@(A, A/a’). 
Fur alle a’ ist die Abbildung A --, Ala --f A/a’ stetig, also ist such die 
Limesabbildung stetig und ihr Kern, namlich a, ist offen. 1 
6.9 Bemerkung. Aus dem Beweis von Satz 6.8 ergibt sich unmittelbar 
eine weitere Charakterisierung von formalen Schemata. Seien R ein FKK- 
Ring und F : ‘2[ = Alg(Koh(Dis R)) -+ Me ein Funktor. Dann sind 
tiquivalent : 
(1) F ist ein formales Schema 
(2) F erhnlt endliche Produkte, Differenzkerne, beliebige Durchschnitte 
und Limites von der Form B = lim, B/hi , wobei b2 , i ~1, eine nach unten 
gefilterte Familie von endlich erzeugten Idealen in B E ‘$I ist (lim< B/b, ist in 
AIR(R) gebildet). 
6.10 KOROLLAR. Sei R ein FKK-Ring. Dann gilt mit den Bexeichnungen 
von 6.6: 
(I) In $8 bzw. % g&t es beliebige Limites, und .zwar sind es die algebraischen 
Limites mit der Limestopologie bzw. der s(lim)-Topologie. 
(2) In ‘@ bzw. ‘$i g&t es beliebige Kolimites und die Inklusion 5% C $8 erhiilt 
Kolimites. 
(3) Ein bijektiver Morphismus in @ ist Isomorphismus. 
Beweis. Zu (I). Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem entsprechenden 
Ergebnis fur CTC(R) (Satz 1.5) und aus Prop. 6.6. 
Zu (2). Nach Satz 6.4 und Satz 6.8 sind @ und % dual zu vollen Teil- 
kategorien von Me%, die gewisse Limites erhalten. Diese Teilkategorien sind 
deshalb unter Bildung von Limites in Me% abgeschlossen. In den dualen 
Kategorien ‘+8 bzw. % existieren also Kolimites, die von der Inklusion 
‘$l C ‘$i erhalten werden. 
Zu (3). Die Behauptung folgt mit 1.14 wie Teil (3) des Beweises von [17], 
Th. 5.23. fl 
Nach Korollar 6.10 existieren in ‘5% und s$i inbesondere Koprodukte, die 
wir im nlchsten Lemma explizit angeben werden. Sind A, B lineartopologische 
Algebren iiber einem lineartopologischen Ring R, so bezeichnet A GjR B das 
vollstgndige Tensorprodukt, [12], Chap. 0, 7.7.1. 
6.11 LEMMA. Sei R ein FKK-Ring. Dunn gilt mit den Bezeichnungen von 
6.6: Fur A, B E ‘$i bzw. $3 ist A B;, B = A 1 B das Koprodukt in ‘& bzw. %. 
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Beweis. Wegen Korollar 6.10(2), geniigt es, die Behauptung fiir $a zu 
zeigen. Nach [12], Chap. 0, 7.7.6 ist A BjR B das Koprodukt in der Kategorie 
der vollstandigen lineartopologischen R-Algebren. Es geniigt deshalb zu 
zeigen, da8 A GjR B E @ gilt. Nun ist nach I. 14 
wobei a bzw. b die offenen Ideale in A bzw. B mit A/a, B/b E % bezeichnet. 
Nach Definition des vollstandigen Tensorprodukts gilt dann 
Wegen Lemma 6.1 ist A/a OR B/b E ?I. Daraus folgt mit Kor. 6.1 l(l), 
die Behauptung. 1 
6.12 PROPOSITION. Sei R eih FKK-IZing und seien ‘%, ‘$i, $8 wie in 6.6 
definiert. 
(1) Der VergiJfunktor 
% + Alg(R): A I-+ Adis 
besitxt einen linksadjungierten Funktor 
a: Alg(R) --+ %. 
Fiir T E Alg(R) ist T durch 
&(R)(T, -> 1% GE a(F, -) I ‘a 
deJiniert. 
(2) Sei T eine R-Algebra vom endlichen Typ. Dann ist die Menge 
{t ; t ist ein Ideal von T mit T/t E ‘$I} 
Nullumgebungsbasis einer Topologie auf T, und p ist die Vervollsttindigung von 
T bei dieser Topologie (T ist nach 1) de&&&). 
Beweis. Zu (1). Sei T E Alg(R). Dann ist Alg(R)(T, -) 1 ‘% ein formales 
Schema. Nach Satz 6.8 gibt es 5n E % mit 
Alg(R)(T, -) ( ‘% cz %(p, -) I % = @(F, -) I ‘%I. 
T ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, und die Zuordnung T t-+ p 
bildet nach Satz 6.8 einen Funktor. Zum Beweis der Adjungiertheit seien 
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T E Alg(R) und A E ‘%. Dann gilt A s lim, A/a in $i, wobei a die Menge der 
speziell offenen Ideale von A durchlauft. Wegen A/a = (A/a)djs E CL1 folgt 
Alg(R)(T, Adis) s Alg(R)( T, (lip A/ah,) 
g liy Alg(R)(T, A/a) 
- lit;” %(T, .4/a) = 
- ‘2r( T”, lim A/a) e %( T;, -4). TzZ 
Zu (2). Sei T eine affine R-Algebra, d. h. T sei vom endlichen Typ 
(a) Seien t, t’ Ideale von T mit T/t, T/t’ E VI. Dann ist t n t’ ein Ideal von 
T mit 
T/t n t’ z Bi(d: T - T/t x T/t’), 
wobei d die Diagonalabbildung bezeichnet. Bi(d) ist affine R-Unteralgebra 
von T/t x T/t’, da T affin ist. Wegen T/t x T/t’ E ‘$I ist T/t x T/t’ endliche, 
also ganze R-Algebra, und jede affine R-Unteralgebra ist als R-Modul 
endlich erzeugt. Insbesondere ist Bi(d) endlich erzeugter R-Untermodul von 
T/t x T/t’, und deshalb gilt Bi(d) E 91. Also ist die Menge 
{t; t ist ein Ideal von T mit T/t E 21) 
nach unten gefiltert und definiert eine Topologie auf T. 
(b) Wir versehen T mit der Topologie von (a). Sei f:Tdrs --t C in 
Alg(R) mit C E ‘$I. Die durch f definierte Abbildung T + C ist stetig, denn 
wie im Beweis zu (1) folgt T/Ke( f ) E ‘%. Sei T die Vervollstandigung von T. 
Nach Kor. 6.10(l), gilt T E ‘& W’ ir erhalten fur C E 9I folgende Isomor- 
phismen: 
Alg(R)( Tdis , C) g Alg(R),,(T, C) g Alg(li),,( T, C) = ‘ii( T, C), 
wobei Alg(R),, die stetigen Morphismen in Alg(R) bezeichnet. Nach 
Definition von T in (1) folgt T s T. 1 
Die vorige Proposition liefert neue Beispiele fur FKK-Ringe. 
Es bezeichne Gr die Kategorie der Gruppen. 
6.13 DEFINITIONEN. Sei R ein FKK-Ring und 2I = Alg(Koh(Dis R)). 
Eine formale Gruppe tiber R ist ein Funktor G: ‘$I -+ Gr, dessen unter- 
liegender Mengenfunktor ein formales Schema ist. 1 
Aus 6.8 und 6.11 erhilt man wie tiblich das folgende. 
481/25/2-x1 
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6.14 KOROLLAR. Sei R ein FKK-Ring. Die Dualtitiit 
$8 = s-Alg(CTC(R)) + Sch(R): A w +$.&4, -) / ‘U 
induziert eine Dualitiit van der Kategorie der Hopfalgebren mit Antipode in ql 
auf die Kategorie der formalen Gruppen iiber R. 1 
Ebenso wie formale Gruppen definiert man formale Monoide, Ringe usw. 
iiber R. Die lineare Gruppe Gl(n, -) ist z. B. eine formale Gruppe, da der 
Funktor 
A ++ Gl(q A) 
die Bedingungen von 6.9 erfiillt. 1st allgemeiner G ein beliebiges affines 
Gruppenschema iiber R, d. h. ein darstellbarer Funktor von Alg(R) in Gr, 
dann ist G ) QI eine formale Gruppe iiber R. 
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